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RESUMO

O presente trabalho Calculo Diferencial de Fun¢Bes Polinomiais no Ensino Médio
com o0 uso do GeoGebra: Fundamentacdo Tedrica e suas Aplicacdes tem como
objetivo apresentar os resultados de uma experiéncia com respeito ao ensino de
Célculo Diferencial no Ensino Médio: noc¢des de polindbmios, limites, derivadas e
aplicagbes apresentado com coeréncia e clareza. Nesse intuito, oferecemos uma
maneira diversificada de abordar tais conceitos, por meio de uma série de atividades
utiizando o software GeoGebra. De fato, isto ocorre, pois o0 GeoGebra é um
software que oferece uma geometria dindmica que possui uma janela algébrica e
grafica, simultaneamente, que oferta dinamismo e uma série de ferramentas
especificas que possibilitam uma melhor visualizacdo por parte dos alunos, além de
apresentar um ambiente de facil manipulacdo tanto para os alunos como para o0s
professores. Na elaboracao do trabalho foi feito uma pesquisa de cunho bibliogréafico
a partir de dados analisados em alguns artigos e livros de ensino médio, com o
objetivo de conhecer conceitos e definicdes sobre o Calculo desde o seu surgimento
com Isaac Newton (1666) e Leibniz (1684), chegando as suas aplicacbes de hoje.
Dessa forma, o presente trabalho visa relatar uma experiéncia docente que buscou
formas de inserir o conceito de limite, derivadas e calculo no ensino médio por meio
de modelagem dinamica usando o software GeoGebra.

Palavra-chave: Funcéo, Polinbmios, Limites, Derivadas.



ABSTRACT

This Calculation Differential work polynomial functions in high school with the use of
GeoGebra: Theoretical Foundation and its Applications aims to present the results of
a study concerning the teaching of differential calculus in high school: polynomials
notions of limits, derivatives and applications being presented with consistency and
clarity. In order we offer a diverse way in addressing these concepts through a series
of activities using GeoGebra software. In fact, this occurs because the Dynamic
Geometry has an algebraic and graphical window at the same time that dynamism
supply and a number of specific tools that enable better viewing by students and
presents an easy-handling environment for both students and for teachers. In
preparing the work it was made a bibliographic nature of research from data
analyzed in some articles and high school books in order to learn concepts and
definitions of the calculation since the rise with Leibniz (1684) and Isaac Newton
(1666) , reaching their applications today, aiming to show their applications, concepts
and definitions. Thus, this paper describes a teaching experience that sought ways to
insert the concept of limits, derivatives and calculus in high school through dynamic
modeling using the GeoGebra software.

Keyword: Function, Polynomials, limit, Derivative.
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INTRODUCAO

Segundo Rooney (2012), os primeiros registros da atividade matematica —
além da arte de contar — datam de quatro mil anos atras. Eles vieram dos deltas
férteis do Nilo (Egito) e das planicies entre os dois rios, Tigre e Eufrates
(Mesopotamia, hoje Iraque). Sabemos pouco sobre os matematicos individuais

dessas primeiras culturas.

Por volta de 600 A.C, os gregos antigos desenvolveram um interesse pela
matematica usando-a como ciéncia dedutiva e logica. Eles foram além de seus
predecessores porque estavam interessados em encontrar regras que pudessem ser
aplicadas a qualquer problema de um tipo similar. Eles trabalharam com conceitos
em matematica que vem a ser a base de tudo o que veio depois. Alguns dos
maiores matematicos de todos os tempos viveram na Grécia e no centro Helénico de

Alexandria no Egito.

Outros povos também utilizaram conhecimentos matematicos no
desenvolvimento de suas culturas, como por exemplo, 0s egipcios que utilizaram os
nameros e calculos na construcdo de piramides, diques, canais de irrigacdo e

estudos de astronomia e etc.

Dentro de nossa sociedade, percebe-se a presenca da matematica em
varias areas, por exemplo: na Fisica, Quimica, Medicina, Arquitetura, Informéatica e
entre outras. A matematica compreende uma constante busca pela veracidade dos
fatos através de técnicas precisas e exatas, mantendo-se em constante
transformacéo, averiguando novas situacdes e iniciando relacdes gerais com fatos

do cotidiano.

Através do surgimento e sistematizacdo do Calculo Diferencial e Integral
criado por Isaac Newton (1642 — 1727), e Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), criaram-se
infinitas possibilidades de novas descobertas e aplicacGes, pois essa ferramenta
Matematica estende-se a diversos campos das ciéncias, tanto exatas quanto
humanas, mostrando, assim o grande potencial da descoberta, que tudo ao qual se

olha existe a Matematica. Nesse contexto, é facil observar que atividades cotidianas
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como ir ao supermercado, fazer um pagamento de contas requer a utilizagdo de um

calculo prévio para saber quanto dinheiro tem e quanto devemos.

Na educacdo, a matematica, nos dias atuais, requer uma redefinicdo nos
planos curriculares e métodos de ensino-aprendizagem que oferecam capacidade
de reflexdo critico e autbnomo. O Célculo Diferencial e Integral € uma das colunas
da expanséo tecnolégica, tendo uma grande tradicdo no ensino académico (ciéncias

exatas).

Outra forma de implementacdo tecnolégica na melhoria do ensino da
matematica é o uso de ferramentas que venham a melhorar o aprendizado do aluno
como o GeoGebra, que sera utilizado nesse estudo sobre o Calculo Diferencial e
Integral para fins de melhorar o desempenho do aluno em relagéo a este contetudo.
Para RICHIT (2010) diante do exposto, fica evidente que o acesso as tecnologias
deve ser propiciado aos alunos e em contrapartida, que seja promovida aos
docentes formacgbes, para que estes facam uso critico e integre recursos

tecnolégicos em sua pratica pedagdgica.

Sobre o ensino de Calculo Diferencial e Integral isto ndo é diferente, pois
muito se tem falado na introducéo, disseminacéo e utilizacdo das tecnologias digitais

nesta disciplina, pois tal abordagem tem se mostrado relevante.

Entretanto, € visivel que uma boa parte dos estudantes em Calculo
Diferencial e Integral ndo dispensa a devida atencédo a esta disciplina, talvez por
desconhecer a sua histéria. De fato, talvez seja essa a explicacdo da grande
dificuldade apresentada. O Caélculo da forma como é apresentado nos dias atuais,
em sala de aula, teve a contribuicdo de varios cientistas em diferentes épocas, 0s

guais passaram a relatar definicdes e conceitos sobre Calculo Diferencial e Integral.

Com este crescente aumento do uso dos softwares educativos foi possivel
verificar a importancia das tecnologias digitais para o ensino e aprendizagem do
Célculo, que vem a ser uma disciplina fundamental em diversos cursos da area de

exatas e tecnoldgicas.

Nos dias atuais € proposto que limites e derivadas possam ser inseridos nos

curriculos do Ensino Médio, protegendo a ideia da possibilidade de trabalhar suas
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nocdes. Com esse intuito, objetivo desse trabalho é sugerir um modelo de atividade
para mostrar a necessidade que o estudante do Ensino Médio deva trabalhar com
nocdes de Célculo Diferencial e Integral durante esse nivel de ensino, no qual
facilitara o seu desenvolvimento nas universidades, principalmente nos cursos de

Ciéncias Exatas e tecnoldgicas.

Na elaboracdo da pesquisa e respectivamente na coleta das informagdes foi
utilizados livros de mateméatica do Ensino Médio além de artigos de estudiosos no
assunto como AVILA (1991), CARVALHO (1996) e ROONEY (2012)

Gil (2008) relata que a pesquisa bibliografica € desenvolvida com base em
material ja elaborado, constituido de livros e artigos cientificos. Ndo se recomenda

trabalhos oriundos da internet.

O trabalho ao qual esta sendo referido esta estruturado em introducao e trés
capitulos. O trabalho inicia-se com a introducéo, na qual se destaca a necessidade
em que o aluno do Ensino Médio tem de trabalhar com as nocbes de limites e

derivadas condizentes ao nivel de ensino referido.

O Capitulo um, relatamos uma breve histéria do Céalculo Diferencial e
Integral e o seu desenvolvimento ao longo dos anos, bem como abordaremos uma
analise sobre Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio no Brasil. No Capitulo
dois serédo exploradas as ideias sobre de nocfes de limites e derivadas no Ensino
Médio.

E por fim temos o Capitulo trés, que menciona as definicbes e classificacédo
das derivadas com o objetivo de aprofundar mais ainda o conteddo desse trabalho.
No mesmo capitulo tem-se dois exemplos de construcdo de Derivadas no aplicativo
GeoGebra.
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1. BREVE RELATO HISTORICO DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL DE
FUNCOES POLINOMIAIS

O célculo diferencial foi idealizado inicialmente para atender as
necessidades do homem — basicamente mecanicas — dos cientistas dos séculos XVI
e XVII. O célculo diferencial lidou com os problemas de calcular taxas de variacoes.
Ele permitiu que os estudiosos definissem os coeficientes angulares de curvas,
calcular somas infinitas, velocidade e a aceleracdo de corpos em movimento e
determinasse os angulos a que seus canhdes em guerras deveriam ser disparados
para obter o maior alcance. O célculo integral lidou com os problemas de determinar
uma funcéo a partir de informacgdes a respeito de sua taxa de variacao.

O desenvolvimento do calculo diferencial, com certeza € um dos grandes
pontos de virada do relato historico da matematica. O célculo resolvia problemas que
tinham preocupado os matematicos por dois mil anos e abriu as portas para

problemas que ninguém sabia que existiam.

O aparecimento do célculo diferencial se deu a mais ou menos duzentos e
cinquenta anos no periodo grego antigo onde houve o afloramento das ideias do
mesmo. Na Grécia antiga, 0s gregos calculavam as areas de regides de qualquer
poligono, no caso usavam-se os triangulos separando-se depois se somando as

areas obtidas.

Atualmente, o célculo diferencial e suas ramificacbes na analise matematica,
estdo muito mais abrangentes e os fisicos, matematicos e astrbnomos que
estudaram essa disciplina ficaram surpresos e maravilhados, como se acredita que
vocé também ficard, ao observar a quantidade de problemas que ele resolve, e a
variedade de campos que utilizam — em modelos matematicos que facilitam a

compreensao do universo e do mundo ao nosso redor.

Proporciona-se ao calculo diferencial uma maneira de medir taxas de
mudancas e os efeitos das mudancas (Calculus é o nome em latim para uma
pequena pedra usada para contagem). Ele se divide em duas partes que séo o
inverso uma da outra; diferenciacédo e integracédo. O primeiro teorema fundamental

do célculo é que aplicando diferenciagdo a uma integral, retorna-se a expressao
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original e vice-versa. Ambos sdo essencialmente métodos de aproximacdo, mas
procura usar limites que fazem o erro envolvido (a imprecisdo da aproximagao)
tender a zero. O principio é mais facil de entender quando ilustrado por um exemplo.
Assim temos a Integracdo que calcula a area sob a curva de uma dada funcéo
tracando uma série de retangulos infinitesimalmente finos sob a curva e somando

suas areas.

O conceito de limite nos apresenta um grande paradoxo. No geral as
principais definicbes do calculo diferencial e integral tais como: derivada,
continuidade, integral, convergéncia e divergéncia sao definidas, em termos, a partir

do conceito de limite.

Para Rooney (2012) o limite € o que distingue, no nivel mais basico, o
célculo da algebra, da geometria e das demais areas da matematica. Portanto, em
termos do desenvolvimento ordenado e l6gico do calculo, limites devem vir primeiro.
Porém, o registro historico é justamente o oposto. Por varios seculos, as noc¢des de
limite eram confusas, com ideias vagas e algumas vezes filoséficas sobre o infinito
(nimeros infinitamente grandes e infinitamente pequenos e outras entidades

matematicas) e com intuicdo geométrica subjetiva e indefinida.

O significado de limite no sentido moderno € um produto do movimento
iluminista na Europa no final do século XVIII e inicio do século XIX, e 0 conceito
moderno tem menos de 150 anos de idade. Até este periodo, existiram apenas raras

ocasides nas quais a ideia de limite foi usada rigorosamente e corretamente.

A primeira vez que o conceito de limite foi necessario foi para a resolucao
dos quatro paradoxos de Zendo (cerca de 450 a.C.). No primeiro paradoxo, a
Dicotomia, Zen&o colocou um objeto se movendo uma distancia finita entre dois
pontos fixos em uma série infinita de intervalos de tempo (o0 tempo necessario para
se mover metade da distancia, em seguida o tempo necessario para se mover
metade da distancia restante, etc.) durante o qual o movimento deve ocorrer. A
conclusado surpreendente de Zenao foi que o movimento era impossivel. Aristoteles
(384-322 a.C.) tentou refutar os paradoxos de Zendo com argumentos filosoficos.
Em matematica, uma aplicacdo cuidadosa do conceito de limite resolvera as

gquestdes levantadas pelo paradoxo de Zenéo.



18

Para demonstrar rigorosas férmulas para certas é&reas e volumes,
Arquimedes (287- 212 a.c.) encontrou varias séries infinitas— somas que contém um
namero infinito de termos. N&o possuindo o conceito de limite propriamente dito,
Arquimedes inventou argumentos muito engenhosos chamados de reducdo ao
absurdo duplo, que, na verdade, incorporam alguns detalhes técnicos do que agora

chamamos de limite.

Ainda segundo Rooney (2012) a descri¢cdo do Calculo Diferencial e Integral
€, algumas vezes, relatada como o estudo de curvas, superficies e sélidos. O
desenvolvimento da geometria destes objetos floresceu seguindo a invencéo da
geometria analitica por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650). A
geometria analitica €, essencialmente, o casamento da geometria com a algebra,
uma complementando a outra. Fermat (1601-1665) desenvolveu um método
algébrico para encontrar os pontos mais altos e mais baixos sobre certas curvas.
Descrevendo a curva em questdo por uma equacao. Fermat chamou um numero
pequeno de E, e entdo fez alguns calculos algébricos legitimos, e finalmente
assumiu E = 0 de tal maneira que todos os termos restantes nos quais E estava
presente desapareceriam. Essencialmente, Fermat colocou de lado o limite com o
argumento que E é "infinitamente pequeno”. Geometricamente, Fermat estava
tentando demonstrar que, exatamente nos pontos mais altos e mais baixos ao longo

da curva, as retas tangentes a curva sao horizontais, isto €, tém inclinacéo zero.

Encontrar retas tangentes a uma curva € um dos dois problemas mais
fundamentais do calculo diferencial. Problemas envolvendo tangentes a uma curva é

uma parte do que chamamos agora de estudo das derivadas.

Durante o século XVII, varios gedbmetras desenvolveram esquemas
algébricos complicados para encontrar retas tangentes a certas curvas. Descartes
desenvolveu um processo que usava raizes duplas de uma equacao auxiliar, e essa
técnica foi melhorada pelo mateméatico Johan Hudde (1628-1704), que era também o
prefeito de Amsterdam. René de Sluse (1622-1685) inventou um método ainda mais
complicado para obter tangentes a curvas. Em cada um desses calculos, o limite
deveria ter sido usado em alguma etapa critica, mas nao foi. Nenhum destes

gebmetras constatou a precisao da ideia de limite, e assim cada um encontrou uma
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maneira inteligente para alcancar seus resultados, 0s quais estavam rigorosamente

corretos, mas que com meios que, agora reconhecemos, faltam fundamentos.

1.1 Préticas Curriculares do Ensino Médio no Brasil: Célculo Diferencial e

Integral e PolinGmios

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (2001), o curriculo do
Ensino Médio deve ser estruturado de modo a assegurar ao aluno a possibilidade de
ampliar e aprofundar os conhecimentos matematicos adquiridos no Ensino
Fundamental de forma integrada com outras areas do conhecimento e orientada
pela perspectiva histérico-cultural na qual estédo ligados os temas em estudo. Isto é
proposto visando a preparacao do aluno para o trabalho e exercicio da cidadania e

também a continuagéo de seus estudos em niveis superiores.

Considerando a disciplina de Matematica, resultados de avaliacbes
institucionais como o SAEB (Sistema Nacional de Avaliacdo Escolar da Educacéao
Basica) e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), promovidos pelo Governo
Federal, revelam que muitos alunos terminam o Ensino Médio com dificuldades em
conceitos e procedimentos fundamentais, tais como operar com numeros reais,
interpretar graficos e tabelas, dentre outras coisas. Surge, assim, a seguinte
guestdo: Por que nao preparar esses alunos no Ensino Médio, com a inclusdo de
conceitos de Calculo Diferencial e Integral, com estratégias que contemplem a
interdisciplinaridade e tornem mais amplo o aprendizado dos conteudos? O
professor Geraldo Avila (1991), em artigo publicado na Revista do Professor de

Matematica, questiona a incluséo de topicos do Calculo no Ensino Médio:

Por que ndo ensinamos célculo na escola de segundo grau? Sera que é um

assunto muito dificil? Foi sempre assim no passado, ou ja houve época em
que o célculo era ensinado na escola secundaria? E nos outros paises,
como é a situagdo? E ou ndo conveniente introduzir o célculo no ensino?
Por que? Como fazer isso? (AVILA, 1991, p.1)

No Brasil, uma introducdo ao Calculo Diferencial e Integral ja fez parte do curriculo
das escolas secundarias por duas vezes, segundo Carvalho (1996) a primeira em 1891, com
a reforma proposta por Benjamim Constant no inicio da Republica e uma segunda vez, no
governo de Getulio Vargas, na Reforma Capanema, em 1942, constando do curriculo

escolar oficialmente até 1961.
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Nas décadas de 60 e 70, o ensino de matematica no Brasil e em outros
paises foi influenciado pelo movimento da Mateméatica Moderna e, como
consequéncia, houve a exclusdo de alguns conteltdos dos antigos programas,

dentre eles o calculo.

Atualmente, alguns livros didaticos do Ensino Médio apresentam tdpicos
relativos ao Céalculo Diferencial e Integral, como limite, derivada e integral.
Entretanto, esses temas, na maioria das vezes, ndo sao ensinados sob o pretexto de
serem dificeis e improprios a esse segmento da educacao, devendo ficar restritos ao
Ensino Superior. Assim sendo, o Calculo Diferencial e Integral faz parte do livro

didatico, mas nao do curriculo do Ensino Médio.

Ainda segundo Avila (1996), “o conceito de derivada pode ser ensinado, com
grande vantagem, logo na primeira série do segundo grau, ao lado do ensino de
funcbes”. Para Avila, o ensino da derivada é de grande importancia, pelo tanto que
ajuda no tratamento de inimeras propriedades das func¢des. Seu ensino iniciado na
primeira série do Ensino Médio pode se integrar harmoniosamente com a fisica no
estudo da velocidade e aceleracdo por exemplo. As definicbes inseridas, por
exemplo, de derivada no Ensino Médio néo torna o conteudo relativo a fun¢des mais
longo, como pode parecer a principio. Pelo contrario, a compreensao de algumas

propriedades se da de maneira mais natural e contextualizada.

A introducdo da derivada deve ser acompanhada de varias de suas
aplicacdes. Na fisica, por exemplo, ela tem inUmeras utilidades na introducdo de
conceitos como pressao, densidade da massa, intensidade de carga elétrica etc. A
meu ver, o Calculo Diferencial e Integral é ferramenta importante para a
contextualizacdo da Matematica e para a compreensao da fisica e a falta desse
toépico no Ensino Médio torna para o aluno a fisica mais dificil do que realmente
parece ser e a Matematica sem importancia pratica. Exemplo disso € o ensino da
mecanica newtoniana, ensinado no Ensino Médio que nasceu junto com o Célculo e

€ ensinado sem nenhuma conexao com 0s conceitos matematicos.

Mas como introduzir o Célculo no Ensino Médio? O professor Geraldo Avila

no mesmo artigo ja citado diz que “... a ideia de que os programas de matematica
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sdo extensos e ndo comportariam a inclusdo do célculo € um equivoco. Os atuais

programas estdo isto sim, mal estruturado” (AVILA, 1991).

Introduzir conceitos de Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio
auxilia na compreenséo de algumas propriedades, entre elas o limite de uma funcéo,
ferramenta indispensavel para a compreensdao de fenémenos fisicos, como
velocidade instantanea, forca, entre outros. Desse modo, a falta desse contetddo no
Ensino Médio, torna a fisica mais complexa do que realmente aparenta ser. Desta
forma, é importante preparar os alunos no Ensino Médio, com a inclusdo de
conceitos de limite de uma funcdo, por exemplo, com estratégias que tornem mais

amplo o aprendizado dos conteudos.

As OrientacGes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2008, p. 69),
preconizam que os alunos concluintes do Ensino Médio saibam;

Usar Matematica para resolver problemas praticos do quotidiano; para

modelar fenbmenos em outras areas do conhecimento, compreendam que a

Matematica € uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se organiza via

teoremas e demonstracdes; percebam a Matematica como um

conhecimento social e historicamente construido; caibam apreciar a
importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnolégico.

Para Dominguini, Gomes, Alves, (2011) devido algumas justificativas tais
como falta de tempo para trabalhar o conteddo, contetdo muito dificil para o ensino
médio, os professores acabam por ndo abordando em suas aulas o calculo
diferencial e integral. O célculo diferencial e integral passou a fazer parte do livro
didatico, mas ndo do curriculo de Ensino Médio, o0 que o torna entdo, pouco
valorizado, gerando assim, deficiéncias na aprendizagem que acabam refletindo no

Ensino Superior.

Avila (1991 Apud Dominguini, Gomes, Alves, 2011) destaca que a
justificativa que os programas de matematica sdo extensos e ndo comportariam a
inclusdo do calculo é um equivoco. Segundo Avila os programas estdo mal
estruturados. Para o autor, os professores insistem em exercer programas longos,
com conteudos fragmentados sem significados. Em sua opinido, aproveitar o tempo
com o ensino das nocdes basicas do calculo diferencial e integral e suas aplicacoes

seria mais proveitoso.



22

A aprendizagem de conceitos basicos de Calculo Diferencial e Integral no
Ensino Médio é algo que estd ao alcance dos alunos desse nivel de ensino.
Ascender a esse conhecimento € de suma importancia, pois esse conteldo se
encontra altamente conexo com a ciéncia moderna, bem como a exploracdo de
competéncia e habilidades matematicas que possam a vir ser desenvolvidas pelos

proprios alunos. Sobre isso, Avila (1991, p. 2) menciona que:

O célculo vem desempenhando um papel de grande relevancia em todo o
desenvolvimento cientifico-tecnoldgico. Portanto, descarta-lo no ensino é
grave, porque deixar de lado uma competente significativa e certamente a
mais relevante da Matematica para a formacédo do aluno num contexto de
ensino moderno e atual.

O estudo de matematica nos ensinos fundamental e médio é baseado na
aritmética, geometria e a algebra. Polinbmio, como conteudo basicamente algébrico,
é trabalhado na 62 e 72 séries do Ensino Fundamental e muito utilizado a partir dai
envolvendo outros contelidos nas séries subsequentes. Na verdade trata-se de um
conteudo onipresente em matematica, por isso € de suma importancia que os alunos

0 dominem com seguranca.

Os proéprios livros didaticos expressam maior énfase no processo e método
gue no conceito (utilizando exercicios macantes e repetitivos), o que ndo propde o
PCN (Parametros Curriculares Nacionais) que sugere a énfase no conceito e em sua

importancia e ndo em gravar métodos de resolucao.
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2. TEORIA E FUNDAMENTO DOS POLINOMIOS

2.1 Definicéo

Dados os numeros complexos a,,a,_1,a,—z ....dz,a;€ ag, denomina-se fungéo
polinomial ou, simplesmente, polindmio a funcdo dada por:

P(X)=anX" + ana X"+ ... +aiX +ap

Segundo Giovanni e Bonjorno (2005), No polindmio P, temos:a,,a,—1, ay—2,
..., Ay, a;,a, SA0 coeficientes, a,X", an.1X"?, ...,a1X, a, sdo termos do polinémio desta

forma,a, € o termo independente de X.

2.2 Grau de um polindmio

Se a, # 0, 0 expoente maximo n é dito grau do polinémio: gr(P) = n. veja o

exemplo:

P (X)=7 ou P(X) = 7X, . E um polindmio constante, isto &, gr (P) = 0.
P(x) = 2x— 1 é um polinbmio de grau 1, isto &, gr (P) = 1.
P(x) = V3x> + ix* é um polinémio de grau 5, isto &, gr (P) = 5.

P(x) = 0; se todos os coeficientes sdo nulos ndo se define o grau do polinémio.

As funces f(x) = 3x*+ x2 - 5 e g(x) = xX° + x**— 1 n&o sdo polindmios, pois
em cada uma delas ha pelo menos um expoente da variavel que ndo é numero

natural.

2.3 Adicdao, subtracdo e multiplicacdo de polinémios

A soma, a diferenca e o produto de duas funcbes polinomiais complexas
sdo, também funcdes polinomiais complexas. As operacdes da adicdo, subtracdo e
multiplicacdo de polinbmios, serd abordada em exemplos do tipo: se A(x) e B(x) sédo
funcdes polinomiais, quando A(x) e B(x) possuem graus diferentes, o grau de A(x) +
B(x) ou A(x) — B(x) € igual ao maior entre os graus de A(x) e B(x), ou A(x) e B(X)

forem de mesmo grau, o grau de A(x) + B(x) ou de A(X) — B(xX) pode ser menor ou
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igual ao grau dos polindbmios A(x) e B(x) ou o polindbmio resultante pode ser nulo. O

grau de A(x) . B(x) é a soma dos graus de A(x) e B(X).
Considere as fungdes polinomiais A(X) = x3+ 2x2+xe B(x) =x*+x+ 1

Calcule:

a) A(x) + B(x)
b) A(x) — B(X)
c) A(X) . B(x)

Na resolugdo abaixo se calcula a soma adicionando os coeficientes dos

termos semelhantes:

AX)+BX) =0 +2x2+Xx) + (X2 + x+1)
AX) +B(X) =x®+2x2+x+x2+x+1

AX)+B(X) =x3+3x2+2x+1

Observa-se que o grau da soma polinomial, € igual ao grau do polinbmio de

maior grau, ou seja, 0 mesmo do polinémio A(X).

No célculo da diferenca de polinbmios subtraimos os valores dos coeficientes

dos termos semelhantes:

A(X)-B(X) = (x¥+2x2+X) — (X2 + x + 1)
AX)-BX)=x3+2x2+ x—x2-x-1

A(X)-B(X)=x3+x2-1

Tendo em vista a operacdo de subtracdo, nesses casos, 0 grau do polinémio
€ igual ao grau polinomial A(x). Ao calcularmos o produto de polinbmios, aplica-se a

propriedade distributiva da multiplicacéo:

AX).B(X) = (@ +2x2+ X) (x2+x +1)
AX) .B(X) = X%+ x*+x3 + 2x* + 2x3 + 2x2 + X3 + X2 + X

A(X) .B(X) = X° + 3x* + 4x3 + 3x2 + X

Observamos que o grau do produto € a soma dos graus de A(x) e B(x), isto
€,3+2=5.
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2.4 Polindbmio identicamente nulo

Denomina-se polindbmio identicamente nulo o polinbmio que tem todos os

seus coeficientes nulos. Indicamos por P(x) = 0 (Ié-se: P(x) € idéntico a zero)
Seja o polindmio P (x) = aX" + ana X"t + ...+ aiX + ag

Se P(x) =0, entdo:

a,=0
an.1:0
ar=0
ao=0

2.5 ldentidade de polindmios

Considerem-se os polinémios A(x) = x? + 3 e B(x) = x — 1. Calcula-se o valor

numeérico desses polinbmios para x = 1:

A(X)=x%+3 B(x)=x-1
A(l)= 12+3 B(x) =1-1
A(l)= 1+3=4 B(1) = O

Observe que como A(x) # B(x) — A(1) # B(1).

Consideram-se agora os polindmios A(X) =x*-1e B(x) = (x + 1) (x — 1).

Observe que, qualquer que seja 0 numero complexo «, teremos:
AX)=x%>-1 B(x) = (x+1) (x — 1)
A(x) =o? -1 B(X) = (< +1) (x-1)=o?-1

Neste caso, diz-se que o0s polinbmios A(X) e B(xX) sdo idénticos, pois

assumem valores numéricos iguais para quaisquer valores atribuidos a variavel x.

Indicamos A(x) = B(x).
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AX) =B(X) — A (x) = B(x)
Considere os polindbmios:

AX) = anX" + ana X"+ . +aiX +ap

B(X) = bpX" + bniX™+ ...+ biX + bo

Entdo, A(x) = B(x) & A(x) - B(x) =0

Ou seja: (an — by) X"+ (an1 — b™™) X" + ... + (a1 — b1) X + (ap — bg) =0, ¥x€ C

Nesse caso, 0 polinbmio do 1° membro deve ser nulo e, como ja vimos isso
ocorre para:
an_bnzoﬁan:bn

an1—bn1=0 e an1 =bna

aa-bi=0e=a;=b;

ap—bo=0=apy=hy
2.6 Divisdo de polindmios

Dividir um numero inteiro D por outro inteiro d (d+0) consiste em encontrar
dois inteiros g e r, com 0 < r< d, tais que:

D=d.g+r

Da mesma forma, efetuar a divisdo do polinébmio A(x) pelo polindbmio B(x),
com B(x)# 0, é determinar dois polindbmios Q(x) e R(x) que satisfagam as seguintes

condicodes:

A(X) = Q(x). B(x) + R(x)
gr(R) <gr(B) ouR(x) =0

Sendo: A(X) o dividendo, B(x) o divisor, Q(x) o quociente e R(x) o resto da
divisdo. Quando A(x) é divisivel por B(x) é divisor de A(x), dizemos que a divisdo é

exata, isto € R(x) = 0.
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Método das chaves

O método da chave consiste em efetuar a divisdo, escrevendo os polindmios
(dividendo e divisor) em ordem decrescente dos seus expoentes completando-os, se
for necessario, com termos de coeficientes zero. Dividindo o termo de maior grau do
dividendo com o de maior grau no divisor, tem-se o resultado de um termo do
quociente. Proximo passo é multiplicar o termo obtido pelo divisor e subtrair esse
produto do dividendo. Se o resultado for de grau menor que o do divisor a divisao
terminard e esse polinbmio sera o resto da divisdo. Caso o grau seja, ainda, maior
qgue o do divisor, repetiremos o procedimento até encontrar um polinbmio de grau

menor que o divisor.

Exemplo:

b’ - 1307+ 143 | P-3x-1
—60%+ 9x*+3x Iy =2
—4xt 44143
4’ — by -2
-2x+1

Imagem 1 — Método das chaves

2.7 Método dos coeficientes a determinar

Pode-se aplicar a identidade de polindmios A(x) = Q(X) . B(x) + R(x) para
determinar qualquer dos polinbmios que compdem a divisdo de A(X) por B(x).
Exemplo:
+x* —x® +0x® +2x -1 x%+x+1
x* x® - x2+0x+0 X% — 2% +1
- —2x3 - x% s 2x -1

L 2x% 2 2x2 £ 2%+ 0

xZ - d4x —1
— x* - x -1
3x -2

Imagem 2 — Método dos coeficientes a determinar
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2.8 Diviséo de um polindmio por um mondmio na forma (ax + b)

O caso mais importante da divisdo de polinémios € aquele em que o divisor é
da forma x - a.
PX)=(Xx—a)Q (x) +r

Fazendo-se x = a, vem: P(a) = (@ — a) Q(a) + r = P(a) =r.
Note que x = a é a raiz do divisor. Assim, pode-se dizer que o resto da
divisdo de um polinémio P(x) pelo binbmio (x-a) € igual a P(a). Uma consequéncia

do que foi exposto € o chamado teorema de D’Alembert.

O Polindmio P(x) é divisivel por x — a se, e somente se, P(a) = 0. Se P(x) é
divisivel por x — a, temos r = P (a) = 0, isto €, X = « € uma das raizes reais de P(x).
Reciprocamente, se P(a) = 0, pode-se afirmar que P(x) é divisivel por x — a, pois
P(a) =r=0.

2.9 Dispositivo de Briot-Ruffini

Agora vamos mostrar uma forma pratica para efetuar a divisdo de um
polindbmio por um binémio da forma (x — a). Para isso considera-se o polinémio.
P(X) = aX" + anaX™ + ... +a;X + ao, E sejam Q(X) = b X" + bnoX"?+ ...+ biX
+ boe r(X) = ro. O quociente e o resto da divisdo de P(x) por (x — a). Assim se tem:
P(x) = Q(X) (x — a)" + ro. Efetuando a multiplicagdo do segundo membro vem:
Q) (Xx—2a)" = bpe X ™. X" + (bpo — abpa) X"+ ..+ (bo — aby) X + (ro — aby)
Igualando os coeficientes, obtém: bn.1 = an

bho—abp1=an1 = bpo=an1+ abp1... p—abg=ag = rp=ag + abg

O procedimento efetuado pode ser colocado na seguinte forma pratica,

chamada dispositivo de Briot-Rufini.

Imagem - 3 Dispositivo Briot-Rufini
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3. NOCOES DE LIMITE E DERIVADAS

O conceito de Limite € fundamental em todo o Calculo Diferencial e Integral,
um campo da Mateméatica que se iniciou no século XVII com os trabalhos de Isaac
Newton (1642 — 1727) e Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646- 1716) para resolver
problemas de Mecéanica e Geometria O Calculo Diferencial e Integral é aplicado em
varios campos, como em Astronomia, Engenharia, Fisica, Quimica, Geologia,

Biologia e entre outros.

Seja funcdo f(x) = 2x + 1. Analisando os valores da fungcdo f quando X

assume valores préximo de 1, mas diferentes de 1.

Atribuindo a x valores proximo de 1, porém menores que 1, temos:

x |0|05)]|075|09]|089]| 0999

#x) | 1| 2 |25 | 28298298

Imagem 4 — Limite na Funcao f(x)

Ao atribuir a x valores proximos de 1, porém maiores que 1, temos:

x {2]185|125]|11]|101] 1,001

fix) [5| 4 |35 |32]302] 3002

Imagem 5 — Limite na Fungéo f(x)

Observa-se em ambas as tabelas que, quando x se aproxima cada vez mais
de 1, tanto pela esquerda quanto pela direita, f(X) aproxima-se cada vez mais de 3,
isto € , quanto mais proximo de 1 estiver x, tanto mais proximo de 3 estara f(x). Dai

dizemos que lim,_; f(x) = 3.
3.1 Propriedades dos limites
Iremos relatar algumas propriedades que admiti verdadeiras sem efetuar-

mos suas demonstracdes. Considera-se, entéo, as fungdes f(x) e g(x), definidas num

dominio D tal que:
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limf(x) = a; limg(x) = b e dada uma constante k real
X—-X(

X=X

3.1.2 Limite da constante

O Limite de uma constante é a propria constante, isto €, lim k =k.

X = X0

EX: lim5=5

x—2
3.1.3 Limite da soma

O limite da soma de duas funcdes é igual a soma dos limites dessas
funcoes, isto, é:

Limif f(x) + g(x) 1= lim f(x) + lim g(x)=a+b
X =X X X0 X X0

Exemplos: lim(x+3) = lim x+ lim3=2+3=5
x— 2 x— 2 x—2
3.1.3 Limite da diferenca

O limite da diferenca de duas func¢des é igual a diferenca dos limites dessas

funcdes, isto é: lim f(x) -g(x) = lim f(x) - lim g(x) =a-b
X = xg X =X X X0

Exemplos:

lim (4x*-x) - lim 4x*- limi%=4.2*-2=16-2=14
X -2 x -2 X

-2

3.1.5 Limite do produto

O limite do produto de duas funcdes € igual ao produto dos limites dessas

funcdes, isto é: lim f(x).g(x)= lim f(x). lim g(x)=a.b
X = xg X =X X 2 Xq

Exemplos:

lim 3x*= lim 3. lim x*=3.2°=12
x> 2 x> 2 x -2

lim2[4x V2x]= lim_ 4x. limZ\/Zx =(4.2).(v/2.2)=8.2=16
X - X = X >
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3.1.6 Limite do quociente

O limite do quociente de duas funcdes é o quociente dos limites dessas
funcBes (exceto quando o limite do divisor for igual a zero), isto é:
lim f(x)

lim L&) = _x=%

a
x—xg 9(X) - li;n;q)x(x) b
0

comb #0

Exemplos:

x4z IMXA3 o3 o
lim = X222 - =2
x— 2 x+4 lim x+4 = 244" 6

x— 2

3.1.7 Limite da poténcia

O limite de uma poténcia enésima de uma funcao € igual a poténcia enésima

do limite dessa funcao, isto é: lim [f(x)]"= [ lim f(x)]" =a".
X—Xx0 xX—X0

Exemplos: liml(Sx)2= (lim5x)* =(5.1)*=25
X =

x—-1

3.1.8 Limite da raiz

O limite da raiz enésima de uma funcao € igual a raiz enésima do limite

dessa funcéo, lim \/f(x)=" /lim xoxg f(X) =Va,sea=0eneNousea<0Oen
X—-X0
impar.

Exemplo: }(iinad?: Jim _, 4x=v43=+V12=2V3

3.1.9 Limite da funcéo polinomial

O limite da func&o polinomial f(x) = anXo + @ na X "1 + ... + a;x + a o definida

em R, quando x tende a Xo € igual a f(xp), isto €: lim f(x)="f(xo)
X—X(

Exemplos: lim1(4x3 -2x%-5x+6)=4.1>-2.1°- 5.1+ 6=4-2-5+6=3
X =



32

3.2 Fungé&o continua

Consideramos o grafico das funcgdes:

4 Yl y
g ha)t----4
f'-'-a}f"“j' | i t----7
8 T ; i
,/ I 1 ; E ’ i
g | ! > | 5 _ ! R
/ 0 a X 0 a X 0| a X

Imagem 6 — Graficos de Fungdes

Observe que a cada x do dominio de f, associamos um unico valor de y e
também que o gréfico de f, ndo é interrompido para x = a, isto &, o grafico pode ser
desenhado de uma s6 vez, sem levantar a ponta do lapis do papel. Dizemos entéo,

gue a funcao f, é continua para x = a.

Como os graficos das funcdes f; e f3, ndo podem ser desenhadas sem se
levantar a ponta do lapis do papel, isto €, os graficos sdo interrompidos para x=a .
Dizemos que a funcéo f, é descontinua para o valor de x =a, e que f,(a) € um ponto

de descontinuidade da funcéao.

Para que uma funcao f(x) seja continua em x=a, do seu dominio, devem ser

satisfeitas as seguintes condicdes:
1°) existe f (a) 2°) existe lim f ( x) 3)limf(x)=f(a)

Note que para a funcéo f ndo existe limf, (X) e f3ndo esta definida para x =a.
X—a

Dai temos que: Uma funcao f(x) definida em um intervalo | com a € I, € dita continua

emx=a limf(x)=f(a).
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3.3 Derivadas

Estudaremos a seguir as derivadas de func¢des polinomiais, algumas regras
de derivagcédo e aplicacdes no estudo de funcdes polinomiais e em problemas de
geometria, cinematica entre outros.

A derivada de uma fungéo é dada por:

f(x)—f —
£(x0) = lim f)= f&0) _ 45 fGxo+ W)~ fxo)
x=>a  X—XQ h—0 h

Seguem nas explicacdes abaixo algumas regras que nos permitirem calcular
mais facilmente a derivada de uma funcdo f. Algumas mais elementares seréo

admitidas sem demonstragao.
3.3.1 Derivada da funcéo constante

Se f tem o valor constante f(x) = ¢, entéo f(c) = 0.

Exemplo 1. Se f tem o valor constante f(x) = 8, entdo f(8) = 0.
3.3.2 Derivada da funcéo poténcia

A funcéo poténcia é qualquer fungdo da forma f(x) = x", onde n € um néimero
natural tem derivada definida por:

f(x)=nx""

3.3.3 Derivada da soma ou diferenca entre funcdes

Sejam u (x) e v (X) duas funcdes tais que u(X) e v (x) existem. Sdo validas

as seguintes propriedades, que admitiremos sem demonstracao:
Se f(x) = u (x) + v(X), entdio f(x) = u(x) + v (x) ou Se f(x) = u (x) - v(x), entdo f (
Xx)=u(x) =V (X).Isto é, se as funcdes u (x) e v (x) séo derivaveis, a derivada da
soma ou da diferenca € igual & soma ou a diferenca das derivadas de cada uma das

funcdes.
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3.3.4 Derivada do produto de uma constante por uma funcao

Se g(x) =k.f (x), sendo k uma constante e f(x), derivavel, entdo g(x) = k. f (x)

Exemplos: g(x) =5 x*=g'(x) =5.(3. x* 1) = 15 x®

3.3.5 Derivada do um produto entre funcdes
Sef(x)=u(x).v(x),entdo f (x) =u’. v +u. V.
Exemplo
Usando a Regra do Produto encontre a derivada de f(x) = (2x*+ 1)% (x* + 3x).
Aplicando a regra da derivada do produto de funcdes temos:

f(x) = (2x%+ 1) (% + 3x)
P(x) = (4x) (X2 + 3x) + (2x2 + 1) (2x + 3)
F(X)=4x3+12x> + 43+ 6x* + 2x + 3

f(x) =8x3+18x*+2x + 3

3.3.6 Derivada de um quociente entre funcdes

Sef(x):%,comv(x)qto,entéo f (x) é dada por:

, u'v—v'u
fx)=——
\%
. ) 5 2x2 + x—1
Exemplo: Determine a derivada da funcéo f(x) = ———
3x+2
2x2 + x—1 6x+1)(3x+2)—(2x%+x-1).3'
f(x):X X =>f’(x)=(X )(3x+2)—(2x4+x-1) _
3x+2 (3x+2)2

_ 18x2+12x+3x+2—6x2—3x+3 _ 12x2+12x+5'
- (3x+2)2 T (3x42)2
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3.3.7 Derivada da fungéo polinomial

A derivada da funcdo polinomial € obtida derivando cada mondmio que
compBe o polindmio. Usando o fato que a derivada da soma é a soma das

n-1

derivadas. Dada a funcéo polinomial f(x) = anx" + an1x "t +... + a;x* + ap, tem-se a

derivada de f dada por: f(x) = nanx™* + (n-1)an1 X "2 + ... + a;

Exemplo: Dada a funcéo f(x) = 2x*+ x — 6. Determine sua derivada.
fxX) =23+ x—6=2F(x)=3. 23+ 1. x} =0 = f(x) = 6x2 + 1
3.3.8 Derivada da fungé&o composta ou Regra da Cadeia

Dada a fungdo composta definida por f (x) = u (v (X)), se as derivadas

u(x)ev (x), existem, entdo temos: f(x) = u’[v(x)]. v(x)

Exemplo 1: Sey=g(u) =u*+ 1l eu=1f(x) =4x+5, afungdo composta h( x) = g(f( x)) = (
4x + 5)2 + 1. A derivada de h calculada no ponto x =1 sera: h '(x) = g'(f( x)) f'(x)
=3(4x + 5)2. 4 e, entdo calcular o valor desta nova funcdo no ponto x =1 . Assim,

obteremos, como anteriormente: h'(x) = 3.(92).4 = 972.
3.5 Taxa de variacdo media

Considera-se o gréfico da funcéo y = f(x)

Fixgy) = fixy)

\
Ay
t

Imagem 7 — Exemplo de func¢ao
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Denomina-se taxa de variacdo média da funcdo y = f(x), no intervalo (xi, Xz), ao
guociente:

Af f(xp)—f(x1)

— = ———, COM X2 > X3

Ax X2 — X1

A variacdo dey é Ay = f (x2) — f(x1) e a variagéo de x de Ax = Xz - X;. A taxa de

variacdo meédia corresponde, entdo, a variacdo de y por unidade de x, em média,
entre x; e Xo. Ao observar que a taxa de variacdo média de uma funcdo em um

intervalo é o coeficiente angular do segmento cujos extremos sdo o0s pontos (Xi, f

(x1)) e (X 2, f(x 2))
m = tgx = A—y
B T Ax

Por exemplo, no grafico a seguir a taxa de variagdo media da fungéo y = f(x)
entrex1=3ex,=7é€:
Af 17-5 12

=3

Ax  7-3 4

y = 1(x)

3

Imagem 8 — Taxa de variacdo média

3.6 Velocidade escalar instantanea

Determinado carro percorre um trecho de estrada entre duas cidades. Sabe-
se gue o carro ndo mantém sempre a mesma velocidade durante o trajeto, isto é,

sua velocidade varia com o tempo.

Na pratica, ao analisar o movimento do carro € interessante conhecer e

tratar o movimento de uma forma global e ndo detalhar esse estudo em cada ponto
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da estrada. A velocidade escalar média (vi) € uma transformacdo sobre o
movimento global. Para obté-la, divide-se a distancia total percorrida pelo tempo

gasto na viagem.

_AS
AT

m

Como exemplo, imagine que, nhuma viagem de S&o Paulo a sdo José dos
Campos, um carro percorreu a distancia de 100 km em 2 horas.

100
Vi = T = 50Km/h

E obvio que, durante o trajeto, a velocidade do carro, em cada instante, as
vezes fol maior e outras vezes foram menores do que 50 km/h. A velocidade escalar
média representa a velocidade constante que o carro deveria manter para, partindo

da posicao inicial, chegar a posicéo final, gastando o mesmo tempo.

A medida que At diminui e se aproxima de zero no limite, a velocidade

escalar média aproxima-se da velocidade escalar instantanea do carro.

. A .
Vi= lim —= lim Vm
At-0 At At-0
O calculo desse limite € a funcdo matematica chamada derivada da funcéo s
= f (). Do exposto pode-se definir que velocidade escalar instantanea € a derivada

das funcdes horarias das posicoes s = f(t) em relacdo ao tempo.

_ ds . L
Algebricamente, tem-se: V = T ou V= s’(t). Se a funcdo horéria das

- . d .
posicoes for do tipo s(t) = at" + bt + ¢, tem-se: V = i = v = nat"* + b. O valor da

velocidade escalar instantanea quando t = o ( origem dos tempos ) € denominada
velocidade escalar instantanea inicial. Indica-se por Vo. Nesse caso, observa-se que:
t=0 evy=b



38

3.7 Aceleracao escalar instantanea

O conceito de aceleragdo € introduzido de maneira analoga ao de
velocidade, ela mede a variacdo da velocidade em relacdo ao tempo. A aceleracao

7z

escalar média ay, do carro durante o intervalo de tempo At é a variacdo da

. - . . , Av . .
velocidade dividida pelo intervalo de tempo, isto é: a = v A medida que At diminui
e se aproxima do zero, no limite, a aceleracdo escalar média a, aproxima-se da

aceleracdo escalar instantanea a do carro, isto é:

Usando o conceito de derivada, € correto afirmar que aceleracdo escalar
instantdnea é a derivada da velocidade escalar instantanea v = f (t) em relacdo ao

tempo. Algebricamente, tem-se:
V ] LR
a=— ou a=v() ou a=s" ().

A aceleracdo escalar instantanea € a derivada primeira de v = f (t) ou a
derivada segunda de s = f(t). A palavra instantanea pode ser subentendida e

usarmos apenas velocidade escalar e aceleracdo escalar.

Exemplo.

v, v, Av At ﬂ
At
19 carro 5 30 25m/s  20s 1,25 m/s2
2% carro 5 30 25m/s 55 5m/s?

Imagem 9 — Velocidade escalar/ Aceleracdo escalar

Suponha-se que dois carros em movimento, cada um com velocidade de 5
metros por segundo. Em um determinado tempo, mais tarde, cada um estéa viajando
a 30 metros por segundo. Entretanto, um carro requer 20 segundo para fazer essa

mudanca e o outro necessita de 5 segundos. Desta forma temos: Aceleracdo média
. ~ Av -
€ dada pela razéo, -, observando a tabela percebe-se que a ultima coluna mostra a

aceleracdo média durante o intervalo de tempo onde aceleracdo média do 1° carro:

1,25m/s? e a do 2° carro: é 5m/s*
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3.8 Valores maximos e minimos de funcdes polinomiais

Uma aplicacdo importante do Célculo € o estudo de maximos e minimos de
funcbes, de situacBes onde a reta tangente ao gréafico é horizontal, isto €, estudo de
pontos em que a derivada se anula. Também existem pontos de maximo ou de
minimo em pontos onde a derivada ndo se anula, quando os pontos estdo nas
extremidades do intervalo de definicdo da fungcdo. Assim temos que dada a funcéo
derivavel f e se f(c) = 0, dizemos que ¢ € um ponto critico de f. Exemplo:

f(x) = x¢, definida sobre [-1,2], possui x=0 como ponto critico, pois f '(0)=0.

-
-1 0 1 2w

Imagem 10 — Grafico da funcéo f(x) = x2, definida sobre [-1,2]

Se uma func¢éo f possui um ponto de extremo (maximo ou minimo) local em
x = ¢ e a funcéo f é derivavel neste ponto, entdo x = ¢ € um ponto critico, isto &, f'(c)
=0.

Pelo teorema, se x = ¢ € um ponto de extremo local para f, a derivada de f se

anula e passa uma reta tangente horizontal a curva y = f (x) no ponto (c, f(c)).

maximo
absoluto

maximo local .
' maximo

1
, local

minino
local

, absoluto

a C d e b HF

Imagem 11 - Valores méximos e minimos da func¢ao polinomial
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Seja f uma funcdo derivavel sobre um conjunto S, possuindo um ponto

critico x=c no interior de S, isto é, f '(c) = 0.

Se a derivada de f € positiva a esquerda de x = ¢ e € negativa a direita de x
= ¢, entdo x = ¢ é um ponto de maximo para f e se a derivada de f é negativa a
esquerda de x=c e é positiva a direita de x = ¢, entdo x = ¢ € um ponto de minimo
para f.

Exemplo: Encontre os pontos criticos da funcdo f(x) = 40 — 6x + x* e
classifique-os (méaximo ou minimo e ponto de inflexdo). f(x) = 40 — 6x + X2, f(x) =
—6+2x =0, Resolvendo esta equacdo temos x = 3. Fazendo f(2) = -2 e f(4) = 2,

segue que x = 3 é ponto minimo de f(x).
3.9 Uso do Aplicativo GeoGebra e as TIC’s no Ensino da Matematica

O avanco das TIC’s (Tecnologias da Informacdo e Comunicagdo) no
ambiente educacional proporcionou iniumeras mudancas na aprendizagem dos
alunos, principalmente no que diz respeito a forma como o conhecimento é
produzido e internalizado. Portanto, entendemos que os ambientes computacionais
podem proporcionar uma funcdo imprescindivel relacionado aos recursos didatico-
pedagodgicos para o0 uso e compreensao dos empecilhos encontrados no ensino de
célculo diferencial e integral, pois, aspectos como a visualizacdo, pensamento, e
deducao estardo presentes no desenvolvimento do conhecimento, no contexto das
TIC’s, além de suscitar a criatividade e a colaboracao entre os participantes. Sendo,
as atividades, desenvolvidas por meio do software GeoGebra, poderdo colaborar
para os desafios enfrentados na compreensdo e apropriacdo dos conceitos do

célculo diferencial e integral.

Com o objetivo de conseguir o éxito as propostas mencionadas, € preciso
um breve conhecimento do software GeoGebra. Sendo desenvolvido por Markus
Hohenwarter na sua tese de doutorado na Universidade de Salzburgo, na Austrélia,
em 2002.
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O GeoGebra esté disponivel em http://www.geogebra.org, sendo gratuito, é
de multiplataforma®, sendo instalado em programas de computadores como
Windows, Linux ou Mac OS. Este Software recebeu véarios prémios na Europa e no
EUA. Com um grande indice de aceitacdo o GeoGebra vem ficando popular entre as
nacdes, pois € usado em varios paises e ja foi traduzido em 55 idiomas. O seu
desenvolvimento inicial foi utilizado nas series iniciais tendo sua aplicabilidade em

combinacdes como geometria, algebra, grafica e tabelas, estatisticas e no céalculo.

Logo a seguir veremos dois exemplos de construcdo de uma derivada no

aplicativo GeoGebra:

Exemplo 1

2

1. Comece por representar uma funcdo, por exemplo, f(x) = x°. Digitando-a

diretamente na linha de comandos.

% GeoGebra - derivada.pggh E|@|g|
Ficheiro Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
A s ST 2T - [

‘ %ﬁ ® 1 /_H L1 ‘ l"':._H \:/‘_\ & /| - . _aa__ ‘%’_ _:>
) Ohjectos livres ¥ f B
e f(K) = xe
) Ohjectos dependentes

B_

4_

2_

5 I 3 D 2 4 B

@Entrada: f{x]=x*2| = ¥ @ ¥ Comando.. A

Imagem 12 — Funcéo f(x) = x*no GeoGebra

2. Em seguida, vamos adicionar um ponto a esta funcéo, digitando na linha de
comandos do GeoGebra A= Ponto (f). Este ponto pode ser arrastado para outra

posicao qualquer, ao longo da funcéo f.

! Um programa ou sistema que pode ser executado em mais do que uma plataforma, como o Mozilla
Firefox, ou que executa programas ou sistemas de mais de uma plataforma, por exemplo, o MAME.
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{#] GeoGebra - derivada.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
,ﬂ ‘ | % @ L] = |
. ’/”f‘”[":‘“ 0 DN i »
¥ " 5 — " 7 v ¥ W 8" 5"
) Objectos livres X f g:
S f(w) = x*
Ohjectos dependentes
J4 A=(1.2144) B4
4-
2;
8 4 2 0 2 3 8 ’
@Entrada: A=ponto[f] I = ¥ g % | Comando ... »

Imagem 13 — GeoGebra |

3. Adicionamos agora uma reta tangente a f no ponto A, escrevendo na linha

comandos do GeoGebra [A].

{#] GeoGebra - derivada.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramenias Janela Ajuda
c] AL [Blol o) [l [+
J1® . J—) | = | ® x| il ~
Ohjectos livres X i 54 t
o 2 f(x)=x°
Ohjectos dependentes
----- @ A=(12 144) 6
ety =24% - 1.44
4_
2_
B a 2 }{ 2 3 8
@Entrada: |t=tangente[.ﬂ,ﬂ = ¥ o ¥ | Comando ... hd

Imagem 14 — GeoGebra ll
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4. Para mostrarmos a equacdo da reta na zona grafica, selecionamos a reta e
escolhemos: Propriedades, Rotulos, Exibir e valor.

{#] GeoGebra - derivada.ggh

Ficheiro M=GLEIM Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

7 Desfazer Ctrl+Z
i]|
D b o]

 YED

| —

2 Object ) Apagar Delete t
3 f(x]
Ohject Seleccionar tudo Clri+A
: Ey Seleccionar o Layer actual Chri+L
Seleccionar descendentes Ctri+Shift+)
Seleccionar ascendentes Cri+d

[*] Copia da zona grafica para a area de transferéncia Ctri+Shift+C

a4

T T T T T T L4
-G -4 -2 y 2 4 5]

@Entrada: ‘Hangente[.ﬂ,ﬂ = ¥ o % Comando.. hd

Imagem 15 — GeoGebra lll
5. Selecione Propriedades

{# Propriedades rzl
Objectos. Basico | Cor| Estilo| Algebra| Avangado
=-Fungao
D |
; . Vv
=-Panta Nome: [t | ;II |
; @A Definigdo: TangentelA, 1] : "| o "|
=-Recta ; ;
Jt Legenda: _’ v|ls ¥
Exibir objecto
Exibir rétulo: W v
[[] Exibir trago
[[] Objecto fixa
[ Objecto awsliar
S Apagar Fechar
[Fechar ]

Imagem 16— GeoGebra IV
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6. Agora adicionamos um ponto, Q, cuja abscissa € igual a abscissa de A e

ordenada igual ao declive da reta tangente t no ponto A. Para iSSoO escrevemos na

linha de comandos: Q= (x(A), declivelt]).

E GeoGebra - derivada.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda

(& (A1) [>elo) £

Ohjectos livies X f
o fi®) =x*

Ohjectos dependentes
4 A=(0.71,0.5)

4 Q=(0.71,1.42)
Jty=142% - 0.5 _|_

"
oo

.
—1

"

N

®) Entrada: ‘Q=t:t.ﬂ],decli\m[t]]| = * o % | Comando ...

Imagem 17— GeoGebra V

7. Pretende-se o ponto Q deixe um rastro de forma a transmitir ao aluno como é
construida a funcdo derivada. Com isso clique com o botéo direito do mouse em

cima do ponto Q ou na sua definicdo na zona algébrica e escolha “ativar”.

E GeoGebra - derivada.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramenias Janela Ajuda

2] A [ BelO) 4

>
| R ")

Ohjectos livres x f
2 fix) =x*

Objectos dependantes

2 A=(0.71,0.5)

) Q - t0|?1i FE 1Y
J tiy=1.42 Ponto Q: (x(A), Declive]t])

A
' |

Coordenadas polares

v . Exibir objecto
v As Exibir rotulo

Activar trago

[j Copiar para a entrada de comandos 5

@ Entrada: E # | Comando .. b
Pl Renomear -

Imagem 18 — GeoGebra VI
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8. Para ser mais facil de perceber as coordenadas dos pontos Q e o valor do declive
da reta tangente a f no ponto A, escolha “inserir texto”. Na janela de dialogo que

surge, digita-se “Declive da Tangente =" + (Declive [t] +" coordenada do ponto Q = (“
+ (x(Q) +7,7 + (y(Q))) + ).

E GeoGebra - derivada.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Femramentas Janela Ajuda

S :
‘ %" oﬁ'" /{n‘ - [*"}'__l ®._ Q_ &_I P
) Objectos livres x f &4 a=2| gelector
2 fix) =w* —
Ohjectos dependantes
JJ_n_ Hl.!’l?'l..‘lh & ‘ Calxa para exibir I esc
4 Q=(0.71,142)
Jty=142x-05
v Ins&rirt&x‘ln K
, ] !':,. Inseririmagem
] . )
| a=p Relagao entre dois ok
8 A 2 jm z 5 b
@l Entrada: |Q=t:t.ﬂ],declive[t]] = | lg % Comando .. V|

Imagem 19 — Area de Comando GeoGebra |

9. Na janela de diadlogo que surge, digita-se “Declive da Tangente =" + (Declive [t] +”
coordenada do ponto Q = (“ + (x(Q) +",” + (y(Q))) + “)".

{# GeoGebra - derivada.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
A % 5 @ .
LA el &l [ «] 2
) Ohjectos livres X y=A42-05
J () =% 8-
Ohjectos dependentes
# A=(0.71,0.5)
) Q=(0.71, 1.42) +
Jly=142%-05
29 0 , -
° Declive da tangente =1.42
Coordenada do ponto @=(0.71,1.42)
2 o 2 4 & 8 10 12
/. +
@Entraua:| = v o ¥ Comando.. v|

Imagem 20 — Area de Comando GeoGebra Il
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10. Vamos agora exportar a atividade para pagina Web e o aluno podera explorar no
seu navegador.

E GeoGebra - derivada.ggb

@GN Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DND\tajaneIa Cirl+M @ ]
Maowa | C}h | d‘; . il "}'U »

[ Aprir cti+0 7 i 05

(#] Gravar Clrl+g
Gravar comao ...

& Exportar ﬁ kaha de frabalho dinamica como pagina web (himl) ...

(@ Previsdo da impressdo . ctri+p & Zona gréfica como imagem (png, eps) .. Cirl:

& J Copia da zona grafica para a drea de transferéncia Citrl:
derivada.ggb

0 derivadaZ.gab Zona grafica como PSTricks ... Ctrl:
¥ regressan_explorar2.gob Zona grifica como PGFITIKZ ...

¥ regressao_explorar.ggh _| /2‘|

[ Fechar A+E4 = v g ¥ | Comando .. v

Imagem 21— Area de Comando GeoGebra lll

11. Na janela de didlogo que surge, preenchem-se diversos dados, nomeadamente
0S passos que queremos que o aluno siga na realizacdo da atividade:

Exportar: Folha de trabalho dinamica (html)

Titulo: |Cunr.eilc| de derivada

Aumr:l CIENCEDUC - Dep. Cigncias 1ISCS-N Data: |31 de Dezembro de 200

Geral | prangado

Texto antes da construg&o:
0 grafico seguinte apresenta a fung&o fd=x*2 & urma recta tangente & fungdo f no ponto A .‘ b

I

{#) Folha de trabalho dindmica (0 Bot&o para abrir janela da aplicag&o com construgdo

Texio depois da construgso:
1, Arraste lentamente o ponto A = -

2. Verifique que o declive da IEC*B tangente & fungdo Tno ponto A & representado pela ordenada de Q 0 b

3. Derive numa folha de papel 3 funcéo fx)=x«*2 e compare com o trajecto desenhado pelo ponto G

[ Ewortar || cancelar

Imagem 22 — Area de Comando GeoGebra IV



12. No separador Avancado vamos alterar o tamanho da janela para 900 x 440.

Exportar: Folha de trabalho dinamica (htmil)

Titulo: _Cunceitu de derivada

Autor: | CIENCEDUG - Dep. Ciéncias ISCS-N

Garal Avangado

Funcionalidade
[] Activar a possibilidade de seleccionar com o botao direito do rato
Acthvar a possibllidade de deslocar 0z ritulos

[[] Exihir o icone para refazer a construgio

[[] Pode abrir a janela da aplicagdo, clicando duas vezes na zona grafica.

Java Applet
[] archive = “http:fiwww geogebra.orgiwebstart3. 2geogebra jar

3

Data: 31 de Dezembro de 200|

Interface do ulilizador
[] Exibir a barra de menus

[ Exibir a barra de farramentas

[T] Exihir a barra de comandos

Largura: | 900 Amura| 440

| Esportar || cancelar

Imagem 23 — Area de Comando GeoGebra V
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Exemplo 2: A construcao seguinte passara pela utilizacao da definicdo da derivada
num ponto h'(a) = h (x) — h(a).
1. Digite a funcdo, h(x) = 1/4(x-2)?

E GeoGebra - derivada2.ggb

Ficheira Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
N | e B S (o] [ | P N =
| o o =T |L o Iy A N T 7 e
) Ohjectos livres b 1
Jhix)=1/4(x-2)
Ohjectos dependentes
2-
D \ | !
0 2 4
&) Entraca: ‘ht:]=114-:x-2]*2| 1= ~ ||l % | Comando... v

Imagem 24 — Area de Comando GeoGebra VI
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2. Inserimos o ponto fixo A (4,1), pertencente a funcéo h(x)

(%] GeoGebra - derivada?.ggh |Z||E|r)__(|
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Femramentas Janela Ajuda
A * ~ 9 . o |l 4- [
lﬁn . ':’/':""":’TT "I":':l ®T ‘!"/'.' |‘4“ K az? ‘%’-:' ﬂ
L) Ohjectos livres x
2 hix)=1/4(x-2y
Objectos dependentes
4 A=(4,1)
2.
D \ | }
o 2 4
P
@Emrada: || = ¥ o % | Comando ... hd

Imagem 25 — Area de Comando GeoGebra VI

3. Em seguida, adicionamos um ponto movel na fungdo h com o comando: P = ponto

[h]. Clicando “propriedades” no menu “editar” surge uma janela P ou da sua

definicdo ou escolhendo “Propriedades no menu “editar” surge uma janela de

didlogo e na “Legenda” digitamos “X” e em “Exibir Rétulo” a opgéo “Legenda”.

E GeoGebra - derivada?.ggb

Ficheiro Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda

N | P B S [C] [5) P4 N BT

| * JH e : il il "—-—"‘/_— : i (LN — = »‘

) Objectos livres X T

3 () =174 (x-2F
) Objectos dependentes

..... @ A=|:4, 1}

o ] p:H] -“ 2]

D \ |
o 2 4

@Entrada: |P=pur|tu[h]| = % o % | Comando .. hd

Imagem 26— Area de Comando GeoGebra VI
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4. Clicando “propriedades” no menu “editar” surge uma janela P ou da sua definigdo
ou escolhendo “Propriedades no menu “editar” surge uma janela de dialogo e na
“Legenda” digitamos “X” e em “Exibir Rétulo” a opgéo “Legenda”.

E GeoGebra - derivada?.ggb

Ficheiro B=RIEIM Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

) Desfazer Cirl+Z
L] - (=] %

Ohject 47
J hix
Ohbject Seleccionar tudo Cirl+A

Propriedades .. Ctri+E . 3
4
@ Entrada: |P=pnntn[h] = ¥ o ¥ Comando .. hd
Imagem 27 — Area de Comando GeoGebra IX
» Legenda: Digita-se “X”
o Propriedades [')Z|
Ohjectos Bdsico | Cor| Estilo| Algebra| Avangado
=-Fungdo
@ |
Ii_l---F'_DntD MNome: P :Et V‘
J A Definigéo; |Pontolh) 2 vl la v‘
2P ' :
Legenda: X B vl v‘
Exibir objecto

Exibir rétulo: v R
[[] Exihir trago
[] Objecto fiko

[] objecto auxiliar

Imagem 28 — Area de Comando GeoGebra X
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5. Adicionamos uma reta que passa pelo ponto A e pelo ponto P com o comando:

reta [A, P].

E GeoGebra - derivada?.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A L] L . - - =
Ny Y I N = e [ N
Objectos livres x
S hix)=17/4(x-2)
Objectos dependentes
d A=(4,1)
&4 P =(0.48, 0.57) 24
4 A 0.43x - 3.52y = -1.81
a
..—-—-—'_"'_._-_‘
1] N
A 2 a
@Entrada: |recta[.ﬂ,P] = o % Comando ... w

Imagem 29 — Area de Comando GeoGebra XI

6. Criamos a primeira derivada da funcdo h(x) com o comando: Derivada [h,1].

Escondemos em seguida a derivada da zona grafica desativando “Exibir Objeto”.

E GeoGebra - derivada2.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
N E AN EE

1|® _ Q=] [ e el N —— 4 4
Objectos livres X |

el () =174 (% - 2)F
Ohjectos dependentes

----- & A=(4,1)

----- @ P=(0.48, 0.57)

----- & ar043x- 352y =-1.81
LD W) =2(x-2)74

v A0 Exibir ratulo

®) Entrada: ‘Derivada[h,ﬂ

| o ¥ | Comando ...

& Activar trago

Imagem 30 — Area de Comando GeoGebra XII
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7. Falta apenas adicionar texto que contém o valor da derivada no ponto A e o valor

do declive da reta criada. Para isso escolha “inserir texto”.

E GeoGebra - derivada2.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DIREEEEEEAN

J Objectos livres X Y2
e MK =114 (% -2 — Selector
) Objectos dependentes
J A=(4,1)
2 P =(0.48,0.57) 24

4 a:0.43x-3.52y = -1.81
a : l-'.«: Inseririmagern
I v
[}

DR =2(x-2)/4
o 2 az p Relagdo entre dois ok

A .
® \
| "#J';

‘: Caixa para exibir/ esc

@Entrada:| = ¥ o ¥ || Comando.. .

Imagem 31 — Area de Comando GeoGebra XilI

8. Escolha Inserir Texto

E GeoGebra - derivada2.pggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

|

fim A ay=g
x—a X2

Formula LaTex |+ v

[ OK I[ Cancelar J

@Entrada:| = ¥ o ¥ Comando... b

Imagem 32 — Area de Comando GeoGebra XIV



9. Escolha novamente “Inserir Texto” e digite: “Declive da reta =" + (Declive[a])

E GeoGebra - derivada2.pggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

|

"Dieclive da recta =" + (Declivela]) =

hiix}-h
lim 2 ay=1
i} v l—y x=

Declive darecta=0.12

[JFarmula LaTex

[ oK ][ Cancelar ]

@Entrada:| = ¥ 0 | Comando .. e

_I_

Imagem 33 — Area de Comando GeoGebra XV

10. Desative “Exibir - Zona Algébrica” Exportamos a atividade para uma folha
dinamica com o texto semelhante ao seguinte, definindo o tamanho da folha do

separador “Avancgado”.

Exportar: Folha de trabalho dinamica (himl)

Titulo:  Concelto derivada ||

Autor | CIEMCEDUC - Dep, Ciéncias 1SC5-N Dah.‘_‘31 de Dezembro de 200

Geral | Avancado

Texto antes da construgéo; I
O grafico seguinte apresenta a fungo 14022 e uma recta que ﬁ‘gssa pelo ponto & e pelo ponto 3 _‘ vl

(%) Folha de frabalho dindmica (O Botao para abrir janela da aplicagdo com construgao |

Texto depaois da construgio:
1. Arraste lentamente o ponto X de forma a enconirar o limite em que este tende para a & = w|
2, Compare o valor do declive da recta obtido com o valor da derivada apmsantadd a e

3. Derive a fungao hix) numa folha de papel e determine h'(d) analiticamente

[ Exportar I[ Cancelar

Imagem 34 — Area de Comando GeoGebra XVI
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11. Depois de exportar atividade para uma dada pasta, o seu navegador Web

devera, entretanto abrir a atividade tal como sera vista pelo aluno.

Exportar: Folha de trabalho dindmica (html)

Titulo: |Conceito derivada |l

Autor; | CIENCEDUC - Dep. Cigncias ISCS-N Datar |31 de Dezembro de 200

Geral| Avangado

Funcionalidade Interface do utilizador
[ Activar a possibilidade de seleccionar com o botdo direito do rato [] Exibir a barra de menus
Activar a possibilldade de deslocar 0s ritulos [] Exibir a barra de ferramentas

[ Exibir 0 icone para refazer a construgdo

[1 Pode abrir a janela da aplicagao, clicando duas vezes na zona grafica [] Exibir a barra de comandos
Largura: 400 Altura; 440
Java Applet

[] archive = "hitpaifwwew. geogebra. orghwebstarti3 2igeogebra jar”

l Exportar H Cancelar

Imagem 35 — Area de Comando GeoGebra XVII

O entendimento sobre ouso da informatica na escola amplia a visado de
educacédo e extrapola os dominios do espaco educativo. O aluno aprende fora da
escola e do olhar do professor. As informacfes agora estdo disponiveis mais
facilmente com as TICs e o professor ndo se encontra mais como detentor Unico do
conhecimento. Porém informacdo e conhecimento sdo dois termos que se

confundem, mas néo significam a mesma coisa.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho tem-se o objetivo de mostrar com clareza e precisao a
importancia da aplicagdo do calculo diferencial e integral na contribuicdo das
ciéncias e ao avanco da matematica, principalmente quando 0s assuntos sao
abordados para os alunos do Ensino Médio. Desde que, sdo os alunos quem se
prejudicam ao comecar um nivel académico que requer 0s conhecimentos

matematicos na area do calculo diferencial e integral.

Evidencia-se, também, o0 processo histérico, que consistiu no
desenvolvimento do calculo diferencial integral e dos polinémios ao longo dos anos
devido a presenca nas escolas basicas do Brasil. A construgdo historica nos mostrou
gue o avanco da educacao na area matematica seria de suma importancia dentro da
abordagem que € aplicada na construcdo do conhecimento do ser humano sobre a

historia do célculo diferencial e integral.

Para aumentar o ensino-aprendizado sobre o estudo do célculo foi utilizado
o aplicativo GeoGeba como forma didatica para o aprendizado abordagem do
célculo a partir de uma interpretacdo geometrica explorando graficos e os recursos

gue o aplicativo dispde.

Como qualquer progresso matematico de importancia, a obra de Newton e
Leibniz incentivou intensos desenvolvimentos posteriores. O célculo foi amplamente
aplicado e depois de longas discussdes o0s seus fundamentos finalmente

concretizados.

Seria de grande importancia que os professores do Ensino Médio se
dedicassem ao ensino do célculo como ferramenta de contextualizacdo dos
problemas matematicos estudados nesse nivel de ensino, serviria, também, de base
para os estudantes que ingressam nas universidades, bem como dar um significado
maior aos conteudos vistos de forma mais contextualizada e interdisciplinar,
abordando as inumeras aplicacfes dessa tdo importante ferramenta matematica e

proporcionando que os estudantes saibam sua real importancia.
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APENDICE 1

LISTA DE EXERCICIOS SOBRE O CAPITULO 2

1- Dado o polinémio P(x)= 2x3-5x*+x-3. Calcule:
a) P(0) b) P(-1/2)

2- As raizes do polindmio P(x)=x>-6x?+8x pertencem ao conjunto {0,1,2,3,,4}.

Determine o conjunto solucao.

3- Determine o valor de a sabendo que 2 é raiz de P(x)=2x3-ax+4.

4- Dados 0s polindmios P1(X)=5x?-3x+6, P2(X)=-3x+2 e P3(x)=x’+5x-1. Calcule;
a) P1(X)+P2(x)-P3(x) b) P1(x).P2(X)

5- Determinar a, b e ¢ de modo que (a+bx).(x+2)+(c-2).(x+3)=2x°+2x-8.

6- Determine o resto da diviséo de:

a) 2x>-5x%+4x-4 por 2x-3 b) 5x*-11x?+3x-2 por x-2

7- Determinar o resto da divisdo de P(x) = x*"+x+1 por x+1, com neN.

8- Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, calcule o quociente e o resto da

diviséo de:

a) P(x) = x>-3x%+3x-1 por D(x) = x-1.
b) P(x) = 5x*-3x*+x-1 por D(x) = x-2.
c) P(x) = 3x3-4x?+5x-2 por D(x) = 2x-1.

9- Determine a forma fatorada dos polindmios:
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a)P(x) = 2x*-10x+12
b) P(x) = x*-7x*+12x
c) P(x) = x3-5x*+4x-20

10- Determine m e n para que o polindmio P(x) = x®+mx*+nx3-3x-2 seja divisivel por
(x+1).(x+2).



APENDICE 2
LISTA DE EXERCICIOS SOBRE O CAPITULO 3

1. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule Iirq(x +1)

2. Calcule os limites das seguintes fungdes polinomiais:

a) Iirq(x3 +X2+5x+1) =
b) Iiml(x3 —2X* —4x+3)=
c) Iimﬁ(4x3 —2x% —2x-1)=
2 R
d) |imw:
x—3 X =5
o) lim X? —7x+10 _
X—2 X—2
2 J—
9 lim X +2X-3 _
x>3  X+3

9 lim 3x* +x%—5x% +2x _

x—0 )(2 —X

. X2 —4x+3
h lim =

) x>1 x° —2X +1
2 —

i) lim 2 36

x>6 X —6

2 J—

) lim X1

x>-1x2 43X + 2

3. O gréfico a seguir representa uma funcéo f de [-6,9] em R. Determine:

59
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a) f(2)
b) lim  (x)

¢) lim f(x)

d) lim £ (%)
e) f(-2)
f) £(7)=

4. Um gas (vapor d’agua) € mantido a temperatura constante. A medida que o géas é
comprimido, o volume V decresce até que atinja uma certa pressao (P) critica. Além
dessa pressdo, o gas assume forma liquida. Observando a figura a seguir,

determine:

V (litros)
-

0"8 ...................................... »

L

a) limV b) lim V c) lim V

p—100" p—100" p—100

5- Encontre a derivada das seguintes funcdes:

a) y=x*—3x+2x-3

2x2 —3x
b) y="
2x2% —3x
c)y= 2
3 1
DY =57 X
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h) y = (x*1)(2+x)

6- Daqui a x meses, a populacdo de uma certa cidade sera P(x) = 200 + x* em

milhdes de habitantes.
a) Qual sera a taxa de variacdo desta cidade daqui a 10 meses ?

b) Qual sera a variacéo real da populacdo durante o 11° més ?

2x -1

7. Se f(x) = , determine:

a) f'(0) b) £7(2) c)f7(0)
8. Encontre os pontos criticos de f, sendo:
a) f(x) =x*—3x+2 b) f(x) = x* — 2x%+3

9. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento das func¢des dadas por:

a) f(x) = x* -5
b) f(x) = x*- 8x*- 5
c)f(x) =2x—-1

d) f(x) = x*- 4x®
e) f(x) = x(5-x)*

10. Faca um estudo completo do comportamento das funcdes abaixo.

a) f(x) = 3x*- 8x> + 6x°

b) f(x) = 2x*- 3x? — 12x + 10
c) f(x) = x* —4x + 6

d) f(x) = x> — 6x°+ 12x - 4

11. Deseja-se cercar um terreno retangular de area 60 m? de modo que o custo
para cercar as laterais seja R$ 300,00 por metro linear e o custo para cercar a frente

e o fundo seja de R$ 500,00 por metro linear. Determine as dimensdes do terreno de
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modo que o custo para cerca-lo seja o menor possivel. Neste caso, qual o custo

minimo?

12. Por véarias semanas, o servico de transito vem pesquisando a velocidade do
trdfego numa autoestrada. Verificou-se que, num dia normal de semana, a tarde,
entre 1 e 6 horas a velocidade do trafego é de, aproximadamente v(t) =2t
21.t2+60t+40 km/h, onde t € o nimero de horas transcorridas ap6s o meio-dia. A
qgue horas, dentro do intervalo de tempo mencionado, o trafego se move mais

rapidamente e a que horas se move mais lentamente ?

13. De uma folha laminada quadrada de 2 dm de lado, foram cortados quadrados
iguais nos quatro cantos e com o restante da folha foi construida uma caixa sem
tampa. Determine as dimensdes do quadrado retirado para que o volume da caixa

seja maximo.

14.Se L(x)=-x*+6x-5 é a funcdo lucro na venda de x unidades de um certo produto,
determine o lucro maximo.

15.Encontre os maximos e minimos relativos das func¢des dadas por:

a) f(x) = x3-12x + 4
b) f(x) = x*- 3x*+ 5
c) f(x) = x*—8x*+ 6

d) f(x) = 3x°- 5x°



