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"Para que um todo dividido
em duas partes desiguais pareca
belo do ponto de vista da forma,
deve apresentar a parte menor e a
maior a mesma relacdo que entre

esta e 0 todo." (Zeizing)



RESUMO

A motivacdo deste trabalho revela-se na preocupagdo em discutir
assuntos relacionados ao cotidiano do aluno e explica-los de uma forma
atraente para que o mesmo possa absorver as informacfes necessarias para
seu aprendizado do contetdo estudado. O objetivo deste trabalho € mostrar a
importancia da Razdo Aurea para o estudo da Geometria e das sequéncias
numéricas nas escolas de Ensino Médio, entender como o0os matematicos
fizeram para chegar a razdo aurea utilizando conceitos algébricos e
geométricos e mostrar situacbes que usaram ou ndo do numero de ouro,
também assim conhecido, como a questdo envolvendo as piramides egipcias,
a utilizacdo da razdo aurea por Leonardo da Vinci, a relacdo deste numero com
a sequéncia de Fibonacci, a aplicacdo na botanica e etc. A metodologia
utilizada foi a realizacdo de levantamento bibliografico em livros e observando
trabalhos realizados nessa area. Fizemos também uma aplicagdo com
atividade envolvendo o uso do software Geogebra e outra relacionada a
sequéncias com alunos do ensino médio. Os resultados observados foram um
pouco de dificuldade no manuseio inicial com o software, porém um alto nivel
de concentracdo e empolgacao apos a transmissdo da historia da construgcao

do nimero de ouro e como pode ser observado na natureza.

Palavras-Chaves: Razdo Aurea, Geometria, Numero de Ouro,
GeoGebra



ABSTRACT

The motivation of this work is revealed in concern to discuss issues
related to daily life and explain them in an attractive manner so that the student
can absorb the information necessary for learning content more appealing as
possible, thereby facilitating their learning. The objective of this work is to show
the importance of the Golden Ratio to the study of geometry and number
sequences in high schools, to understand how mathematicians have made to
reach the golden ratio using algebraic and geometric concepts and situations
that used to show whether or not the number gold, as the issue involving the
Egyptian pyramids, the use of the golden ratio by Leonardo da Vinci, the
relationship of this number to the Fibonacci sequence, the application in botany
and so on. The methodology was used to conduct literature surveys on books
and works done in this area and applying an activity involving the use of
GeoGebra software and other related sequences with high school students
addressing the content. Results were a little difficulty in the initial handling with
the software, but a high level of concentration and excitement after the
transmission of the history of building the number of gold and as can be

observed in nature.

Keys-Words: Golden Ratio, Geometric, Number Gold, GeoGebra
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Capitulo

INTRODUCAO

A Matematica € uma ciéncia que se relaciona com as demais areas de
estudos, como: humanas e exatas. A Matematica esta presente em areas que
muitas pessoas desconhecem, nao por culpa delas, mas por falta de
informacédo. Ela estd presente no nosso cotidiano, nas artes, na natureza, na
histéria antiga, entre outros.

E muito comum ouvirmos dos alunos ao lecionarmos assuntos da
matematica do ensino fundamental ou médio, perguntas como: “Professor,
onde vou utilizar isso na minha vida?”, “Qual a importancia disso para meu
futuro?”, “Professor, isso € aplicado em algum lugar?”. Foram perguntas como
essas que motivaram a realizacdo deste trabalho, tratando de um assunto que
dificilmente é lecionado nas escolas de ensino médio, mas que tem uma
grande aplicacéo em vérias areas de ensino, que é a Raz&do Aurea.

A Razdo Aurea, que também é conhecido por Nimero de Ouro ou
Numero Aureo ou Proporgdo Divina é uma constante irracional com o valor
1,6180339..., esta constante é representada pelo simbolo & (Phi). Esta
constante também recebe outras definicdes como: Secdo Aurea, Razio
Aurea, Razdo de Ouro, Divina  Proporcdo, Proporcdo em  Extrema
Razao, Divisdo de Extrema Razdo. Todas essas expressdes possuem o
mesmo significado, mas dependendo do Matemético ou Filésofo ou qualquer
pessoa que venha a abordar esse assunto, pode utilizar uma expressao
diferente.

Alguns estudos indicam que a Razdo Aurea vem sendo aplicado ha
muito tempo, principalmente na area das Artes, onde este nimero representa
uma propor¢do muito utilizada em esculturas, pinturas e na arquitetura.
Estudos mostram que alguns artistas, entre eles destacam-se Lé Corbusier,
mais conhecido como o Modulor, e Leonardo da Vinci, utilizaram dessa

propor¢ao para realizar seus trabalhos.
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Com base nas referencias estudadas, este trabalho tem como obijetivos,
mostrar a importancia da Razdo Aurea para o estudo da Geometria nas
escolas de Ensino Médio, pesquisar 0s mais importantes aspectos que se
relacionam a Razdo Aurea, entender como os Matematicos fizeram para
chegar a Razdo Aurea, utilizando principalmente conceitos geométricos, indicar
situacBes que possam utilizar a Razdo Aurea no ensino da Matematica e
mostrar as mais importantes propriedades relacionadas ao Numero de Ouro.

Com este trabalho, temos a pretensdo de estimular o estudo de
assuntos que vem sendo discutidos por grandes matematicos, inclusive antes
de Cristo. No capitulo um, mostraremos 0s conceitos relacionados a Razédo
Aurea, como sua definicio geométrica e algébrica. No capitulo dois e trés
definiremos a Razdo Aurea e algumas aplicacbes na Geometria. No capitulo
guatro mostraremos que se pode encontrar o0 Numero de Ouro em situagdes
nunca imaginadas, como em medi¢cdes no corpo humano, na botanica, na
reproducdo de animais, na arquitetura, entre outros. E a sequéncia de
Fibonacci tem importante relacdo de seus termos com a Razdo Aurea. No
capitulo cinco veremos sobre a histéria da Razdo Aurea, mostraremos as
Piramides de Quéops e Quéfren e mostrar relatos sobre a davida se elas foram
ou ndo construidas baseado no Numero de Ouro e além das Piramides, existe
outra grande construcdo que possui relacdo das medidas relacionadas ao
NUumero de Ouro, que é o Tempo de Parthenon, construida por Fideas em
Atenas na Grécia. Nos capitulos seis e sete mostraremos algumas atividades
aplicadas ao aluno e mostrando como foram aplicadas. Finalmente, no capitulo

oito mostraremos as conclusdes que foram obtidas neste trabalho.
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Capitulo

1. RAZAO AUREA

1.1 — MOTIVACOES PARA O TEMA RAZAO AUREA

Para a realizacdo desse trabalho, buscamos um tema que ndo é muito
comentado nas escolas de Ensino Médio. Esse tema com certeza da margem a
uma pergunta: “Por que esse tema?” Afinal, existem temas mais faceis para
serem trabalhados do que a Razdo Aurea.

Esse assunto foi o escolhido por apresentar uma grande aplicacdo em
outras areas, ou seja, possui uma grande variedade interdisciplinar, além de
toda sua beleza e perfeicdo, ndo € a toa que é considerado um simbolo de
harmonia.

Como esse tema € pouco, ou hao é trabalhado nas escolas, os alunos a
primeira vista irdo ter dificuldade. Nos PCN (Parametros Curriculares
Nacionais) (1998) onde trata sobre influencia da Historia da matematica no
curriculo escolar, é defendido que o professor tem que conhecer a dificuldade
de como esse assunto foi descoberto e produzido na época, para melhor
compreender as dificuldades que o aluno tera para entender o assunto, pois o
professor analisando e observando todo o trabalho que tiveram os grandes
matematicos para desenvolver esse tema, fica mais sensibilizado com as
dificuldades apresentadas pelo aluno.

Consideramos esse assunto bastante rico, pois além de trabalhar um
pouco da Historia da Matematica e claro a Raz&o Aurea, acaba por trabalhar
também assuntos como:

e Razao e Proporgéo

¢ NocOes de Geometria
e Equacéo do 2° grau

e Sequéncias Numéricas

e Aproximagao de Numeros
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1.2 — DEFINICAO DE RAZAO AUREA

Veremos mais adiante que a Raz&o Aurea representa um simbolo de
harmonia e beleza para os Matematicos, Filosofos e Pintores. Veremos
também que essa Raz&do Aurea pode estar presente em varias areas, cOmo:
Botanica, Reprodugao dos Animais, Medidas do Corpo Humano, Construgdes
Antigas, Quadros e etc.

Mas podemos fazer algumas perguntas, como:

> “O que é a Razdo Aurea?”
> “Quanto vale a Raz&do Aurea?”

» “Como fazer para encontra-la?”

1.2.1 - DEFINICAO GEOMETRICA:

Se quiséssemos dividir um segmento AB em duas partes, teriamos uma
infinidade de maneiras de fazé-lo. Existe, no entanto, uma para a qual o
matematico alemao Zeizing, formulou, em 1855, o seguinte principio,
relativamente a esta divisdo: "Para que um todo dividido em duas partes
desiguais pareca belo do ponto de vista da forma, deve apresentar entre a
parte menor e a maior a mesma relagdo que entre esta e o todo.*

O grande matemético Euclides, também definiu geometricamente o
conceito de Razao Aurea, no famoso livro intitulado por “Elementos”, onde
consta: “Para que um segmento seja dividido em Secdo Aurea, a razdo entre o
segmento e a parte maior deve ser igual a razédo entre a parte maior e a parte
menor”

A definicdo geométrica de Razdo Aurea € que seja um segmento AB,
dizemos que esse segmento esta dividido pela Razdo Aurea, quando
colocamos sobre este segmento um ponto C entre os pontos A e B, sendo AC >
BC, de tal forma que AC dividido por BC seja igual a AB dividido por AC, de

acordo com a figura abaixo:
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Figura 1 - Segmento de reta AB

De onde tiramos a relacdo Matematica:

alla
Al
Al

1.2.2 - DEFINICAO ALGEBRICA:

Considerando o segmento AC = x e BC =y e substituindo os valores na

definicdo geométrica, teremos:
X _x+y
y X
Fixando y, vamos encontrar o valor de x em fungcdo de y, para que

X
possamos encontrar o valor de —. Entdo, teremos:

y
X2=xy+y? 5>x2—-xy—-y?=0
Aplicando “Bhaskara”, teremos:
A=Db?-4.a.c=(-y)?-4.1.(-y?) = y? + 4y? = 5y?

Conclui-se:
—(=y)+./5vy? +v./5 1++5 X 1++5
= ZEVESYE L yEyds o y(AEVE) x 1£V5
2.1 2 2 y 2

Como x e y sdo segmentos de retas, entdo ndo podem assumir valor

negativo, entdo podemaos concluir que:

x 1+/5

- = =1,6180339887...
y 2

Portanto, o valor algébrico do Numero de Ouro (®) é 1,6180339887...

Vale lembrar que alguns autores, ao invés de considerar a Razdo Aurea como
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X
sendo —, consideram —, nesse caso 0 valor da razdo sera o inverso do valor

y X
encontrado, que sera 0,6180339887...

1.3 - PROPRIEDADES DO NUMERO DE OURO

Existem duas propriedades interessantes que diz respeito ao Numero de
Ouro, que é a que trata do seu quadrado e seu inverso. Isto e ® 2= + 1. J4
no caso do inverso de Numero de Ouro, também encontraremos uma
propriedade interessante, pois ® 1=® -1

Em 1997, foi publicado um poema de Paul S. Bruckman, no periddico
The Fibonacci Quarterly, com o nome de “Constantemente Médio”, onde ele se
refere ao Numero de Ouro como “Razao Média”. Esse poema relata justamente
essas duas propriedades citadas anteriormente. A primeira estrofe desse
poema é:

A média aurea € algo absurdo,
N&o é um irracional comum.
Se vocé o inverte (isso € divertido!),
Vocé a obtém de novo, reduzida de um.
Mas se pela unidade for somado,

Acredite, isso da seu quadrado.
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Capitulo

2. NUMERO DE OURO NA GEOMETRIA

2.1 - PENTAGONO REGULAR E O TRIANGULO AUREO

Um Pentdgono € chamado de regular quando possui os cinco lados e
angulos iguais. Para sabermos o valor de cada angulo interno de um
pentagono regular, € necessario que saibamos primeiro o valor da soma dos
angulos internos, onde pode ser encontrado através da formula 180. (n — 2),
para um poligono qualquer, onde n é o numero de lados. Como o pentagono
tem cinco lados iguais, entdo para n = 5, teremos que a soma dos angulos
internos sera 540 graus. Portanto o valor de cada angulo interno do pentagono
sera 540/5 = 108 graus. Seja um pentagono regular ABCDE e nele tragcamos as
duas diagonais partindo de A, formando assim trés triangulos isosceles. Os
dois primeiros isodsceles sédo os triangulos ADE e ABC, pois os dois lados iguais
desses triangulos sdo os lados do pentagono e o outro triangulo isésceles é o
ACD, pois os lados iguais desse triangulo sdo as duas diagonais do pentagono.
Sabemos que em um triangulo isGsceles os angulos da base sao iguais, entdo
nos dois triangulos ADE e ABC os angulos da base irdo medir 36 graus, pois é
justamente a metade de 180 — 108. Sendo assim o triangulo ACD ira possuir 0s
angulos da base medindo 72 graus e o outro medindo 36 graus. Observe o

passo a passo desse raciocinio na figura abaixo.
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Figura 2 - Pentdgono ABCDE
Considerando agora somente o triangulo isosceles ACD e tracando a

bissetriz interna do angulo D desse triangulo, onde essa bissetriz vai interceptar

o lado AC no ponto F.

Figura 3 - Triangulo Isésceles ACD

Observe que o triangulo CDF também é isésceles, pois como DF é
bissetriz, entdo o angulo D interno nesse triangulo mede 36 graus e como o
angulo interno C desse triangulo mede 72 graus, logo o angulo interno F desse

triangulo também medira 72 graus, pois a soma dos angulos internos de um
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triangulos tem que medir 180 graus. Entdo, o triangulo CDF também é
isdsceles, com os lados iguais sendo CD e DF.

Observando agora os triangulos ACD e CDF, notamos que eles
possuem os trés angulos iguais, pois o0 angulo C é comum aos dois triangulos,
o angulo D interno ao triangulo CDF é igual ao angulo A interno a ACD, logo os
trés angulos sao iguais, entdo concluimos que esses dois triangulos séo

semelhantes.

72,0 75
c ! \ F

Figura 4 - Triangulos Is6sceles ACD e CDF

Como esses dois triangulos sdo semelhantes, entdo podemos atribuir a

relacdo de semelhanca:

AC _CD
@ cr M
Como os dois triangulos ADF e CDF s&o isdsceles, entdo CD = DF = AF

[2]. Portanto, a partir das duas igualdades, [1] e [2], encontramos que:

AC _ AF
TF o
Se observarmos a relacao [3], ela significa que o ponto F divide a linha

AC pela Razdo Aurea, pois esta relagéo [3] nada mais é do que a definicdo
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geométrica da Raz&o Aurea no lado AC. Portanto o triangulo ADC ¢é chamado
de Triangulo Aureo.

Como o triangulo ADC é Aureo, entdo a Raz&o entre ?:g € justamente o
Numero de Ouro. Mas AD ¢é a diagonal do Pentagono inicial ABCDE e CD é a
medida do lado do Pentagono, e como a razdo entre ele € o numero de ouro,
podemos constatar a presenca de ® também no pentagono, através da razéo
entre a diagonal e o lado.

Uma grande influéncia do pentagono regular na Historia da Matematica,
€ com relacdo aos Pitagodricos, pois o pentagrama (estrela de cinco pontas)
formada a partir da conexdo de todos os vertices do pentdgono com as
diagonais, representa irmandade.

Vimos que o pentagrama é formado pelas diagonais do pentagono
regular, que tambem forma outro pentdgono menor no seu interior, e
continuando o raciocinio, as diagonais desse pentagono menor, formam em
seu interior outro pentagrama e outro pentdgono menor ainda (Figura 5). Essa

progressao prossegue ao infinito.

Figura 5 - Formacdo do Pentagrama

Mas qual a relacao dessa progressdo de pentagonos e pentagramas
com o numero de ouro? A razao entre o lado do pentagono maior com o do
pentagono imediatamente menor é justamente o Numero de Ouro, e essa

razao se conserva para toda a sequéncia.
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2.2 - RETANGULO DE OURO

Podemos definir um retdngulo como um paralelogramo, onde seus lados
formam angulos retos entre si, entdo ele possui dois lados paralelos entre si
verticalmente e dois lados paralelos horizontalmente. Mas o que vem a ser um
Retangulo de Ouro ou Retangulo Aureo? Um retangulo é chamado de Aureo,
quando a razao entre o lado maior e o lado menor é justamente o @, ou seja,
1,6180...

Mas como fazer para construir um retangulo que pode ser considerado

como Aureo a partir de um segmento qualquer AB? Observe 0s passos abaixo.

1° Passo:

Com a medida do segmento AB determinado, construa um quadrado

ABCD de lado medindo AB.

- D
Figura 6 - Quadrado ABCD

2° Passo:

Marcar os pontos E e F, nos lados AB e CD respectivamente, onde E e F
sejam os pontos médios desses segmentos, formando o segmento tracejado
EF.
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A E B

C F D
Figura 7 - Quadrado ABCD com os pontos médios E e F

3° Passo:

Tragar a diagonal FB do retangulo EBDF
A

C F D

Figura 8 - Diagonal FB do retangulo EBDF

4° Passo:

Prolongando o lado CD e usando um compasso com centro em B, tracgar

0 arco com raio BF, onde esse arco encontre o prolongamento do lado CD,
esse ponto de encontro chamara de G.
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A s B
£ ..'\
F \\
! ‘u"
| / |‘
| Jlr' y ==
C D G

Figura 9 - Prolongamento DG do lado CD

59 Passo:

Forme o retangulo BDGH junto ao quadrado ABCD, formando o
retangulo ACGH. Esse ultimo retangulo, é um Retangulo Aureo.

A H

C - G
Figura 10 - Retangulo ACGH

Mas por qué esse retangulo pode ser considerado um Retangulo Aureo?
Chamando o lado do quadrado ABCD de x, e como o angulo D é angulo interno
de um quadrado, entédo ele vale 90°, dai posso afirmar que o triangulo FBD é
retangulo. Usando o Teorema de Pitdgoras, podemos concluir que o segmento
BF mede:
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BF?=BD?+ DF?
BF2=x2 + (x/2)?
BF2=x2 + x?/4
BF2=5x2/4

BF =xV5/2
Mas vimos que BF = FG e CG = CF + FG, entdo CG sera igual a:

CG =CF + FG
CG = x/2 + x\/5/2
CG=x.(L++5)2

Foi visto que a definicdo de Retangulo Aureo é quando a razdo entre o
lado maior e o lado menor do retangulo, é justamente o Numero de Ouro.

Entéo, calculando a medida dessa razéo no retangulo ACGH, teremos:

= (1 ++/5)/2 =1,6180...

_ x(1++/5)/2
X

Al &l

Entdo, esta justificado que o Retangulo ACGH é um Retangulo de Ouro,

por construcao.

2.3 - ESPIRAL DE OURO

Existem na natureza varias evidéncias, que se encontram formas de
espirais em movimentos ocasionados por animais, no crescimento das plantas,
em alguns objetos. Mas existe uma espiral em particular que chamou a atencao
de Jacques Bernoulli, que é conhecida como Espiral Logaritmica, pois ela
possui uma propriedade conhecida como auto-similaridade, onde nessa espiral,

a medida que aumentamos seu raio no sentido horario, a curva nao altera seu
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formato. Entusiasmado com essa propriedade, Jaques escreveu que a Espiral
Logaritmica:

‘pode ser usada como um simbolo tanto de vigor e consténcia na
adversidade quanto do corpo humano, o qual, apés todas as
mudancas, até mesmo apds a morte, sera restaurado ao seu exato e
perfeito ser”

Mas por que essa Espiral Logaritmica € chamada de Espiral de Ouro?
Na verdade, a Espiral Logaritmica e o Numero de Ouro séo relacionados entre
si, pois essa Espiral € encontrada tanto no Retangulo de Ouro, como no
Triangulo de ouro.

Vimos que o retangulo é chamado de Aureo, quando a raz&o entre o seu
lado maior e o menor é justamente a Razdo Aurea. No interior desse retangulo,
forma-se um quadrado utilizando o lado menor do retangulo como sendo o lado
do quadrado, forma-se também um retangulo ao lado do quadrado com as
mesmas caracteristicas do Retangulo Aureo. Repetindo 0 mesmo processo
indefinidamente, nesse novo retangulo menor formado obteremos a chamada

Série de Retangulos Aureos, conforme a figura abaixo.

=

Figura 11 - Série de Retangulos Aureos

Considerando os quadrados formados dentro de retangulo aureo inicial,
e unindo os arcos dentro desses quadrados, formamos a Espiral Logaritmica,

também conhecida como Espiral de Ouro. Observe a figura abaixo:
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-

Figura 12 - Espiral de Ouro dentro da Série de Retangulos

Vimos que para um triangulo ser considerado Aureo é necessario
primeiro que ele seja isosceles e que a razdo entre um de seus lados iguais, e
sua base, seja a Razdo Aurea. Vimos que a demonstragdo desse Triangulo
Aureo vem da utilizacdo da bissetriz do angulo da base, onde formara outro
triangulo menor semelhante ao triangulo inicial, ou seja, esse triangulo menor
também sera Aureo. Repetindo o processo indefinidamente, encontraremos a

chamada Série de Triangulos Aureos, conforme a figura abaixo:

Figura 13 - Série de Triangulos Aureos
A Espiral de ouro pode ser encontrada nessa Série de Triangulo, unindo
0s Vvértices desses triangulos com uma curva continua, de acordo com a figura

abaixo:
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L

Figura 14 - Espiral de Ouro a partir da Série dos Triangulos Aureos

2.4 — OUTRAS FIGURAS GEOMETRICAS RELACIONADA A RAZAO AUREA

O Numero de Ouro também esta presente em outras figuras
geométricas, como o Decagono regular (Poligono regular de dez lados),
Dodecaedro regular (Poliedro de 12 faces) e o Icosaedro (Poliedro de vinte
faces).

O Decagono regular € uma figura plana inscritivel em uma
circunferéncia, entdo se dividirmos o raio dessa circunferéncia pelo lado do

Decégono, encontraremos justamente o Nimero de Ouro.

Figura 15 - Decéagono regular
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De acordo com Maério Livio:

“O Dodecaedro regular ¢ um poliedro composto por doze faces,
sendo todos pentagonos regulares, o centro dessas doze faces
podem ser divididos em trés grupos de quatro, e cada um desses
grupos formam um Retangulo Aureo.”

Figura 16 - Dodecaedro regular com os Retangulos Aureos

A Razdo Aurea influéncia, também, nas dimensées e propriedades de
simetria de alguns sélidos. Considerando um Dodecaedro regular com aresta

de comprimento um, encontramos que sua Area total de sua superficie igual a

150v3 — @& e o volume é 503/(6 — 20)
Mario Livio, no livro Razdo Aurea, usa um raciocinio semelhante ao

Dodecaedro, agora para o Icosaedro regular, onde:

[...]se caracteriza por ser um poliedro composto de 20 faces, 12
vértices e 30 arestas. Podemos dividir os dozes vértices de qualquer
icosaedro regular e dividr em 3 grupos de quatro, onde
encontraremos que os Vvértices de cada grupo formara um Retangulo
Aureo.”
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Figura 17 - Icosaedro regular com os Retangulos Aureos

Da mesma forma que o Dodecaedro tem dimensdes e propriedades de
simetria em funcéo do Numero de Ouro, 0 mesmo caso vale para o Icosaedro
regular, pois considerando este sélido com comprimento de aresta igual a um,
teremos seu volume valendo 5®%/6.

O Dodecaedro e o Icosaedro ainda tém outra propriedade bastante
interessante com a influéncia do Numero de Ouro, pois se observarmos um
Dodecaedro inscrito em um Icosaedro (Figura 18) ou um Icosaedro inscrito em

um Dodecaedro (Figura 19), em ambos 0s casos, a razdo entre 0s

comprimentos das arestas dos dois sélidos tem medida de ®2/v/5

Dodecaedro e Icosaedro

www . matematita.it

Figura 18 - Dodecaedro inscrito em um Icosaedro
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Dodecaedro e Icosaedro

www. matematita.it

Figura 19 - Icosaedro inscrito em um Dodecaedro

Percebemos que o Numero de Ouro tem uma maior utilizacdo e
aplicacdo na Geometria Plana, mesmo assim observamos alguns casos

relacionados a Geometria Espacial.
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Capitulo

3. NUMERO DE OURO E FIBONACCI

3.1 - RELACAO ENTRE O NUMERO DE OURO E FIBONACCI.

Leonardo Fibonacci nasceu na década de 1170, filho de um homem de
negdcios e funcionario do governo chamado Guglielmo. O apelido Fibonacci foi
provavelmente introduzido pelo historiador de Matematica Guillaume Libri, em
1938, embora alguns pesquisadores atribuam o primeiro uso do nome
Fibonacci a Matematicos italianos do fim do século XVIII.

Mas qual a relacdo entre Fibonacci e o Numero de Ouro? Fibonacci foi o
responsavel por responder a um problema famoso na area da Matematica, o

problema estéd no Capitulo 12 do Liber Abaci, e diz o seguinte:

“Um homem pds um par de coelhos num lugar cercado por todos os
lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a
partir desse par em um ano se, supostamente, todo més cada par da
a luz um novo par, que é fértil a partir do segundo més.”

No primeiro més temos apenas o par de coelhos inicial. No segundo
més, como o par de coelhos ainda néo é fértil, entdo continuou apenas com um
par de coelhos. No terceiro més, o par de coelhos da a luz a outro par de
coelhos, entdo teremos dois pares de coelhos. No quarto més o primeiro par de
coelhos da a luz a outro par, mas o segundo par de coelhos ainda nao é fértil,
totalizando trés pares de coelhos nesse més. No quinto més, o primeiro casal
de coelhos gera outro casal, o segundo casal também da a luz a outro casal de
coelho, mas o terceiro casal ainda néo é fertil, totalizando entéo cinco pares de
coelhos. No sexto més, o primeiro casal gera o sexto casal de coelhos, o
segundo casal gera o sétimo casal de coelhos, o terceiro casal, agora fértil,

gera o oitavo casal de coelhos e o quarto e quinto casais ainda néo sao férteis.
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Entdo, no sexto més, temos exatamente oito pares de coelhos. Sendo assim
temos a seguinte sequéncia até o momento 1, 1, 2, 3, 5, 8 ... onde cada
namero representa a quantidade de coelhos que existem no determinado més.

Observe a figura abaixo para visualizar melhor.

' 0 Meses Casais: 0
| 1 / 1
2 1
3 T 6
4 m/z o :
: 3
6 /\ ----- ﬂﬂ\% B tT\ 8
7&3%[&333‘ mw 85 $B LY 4y 3

Figura 20 - Reproducéo dos Coelhos

Verificando a sequéncia dada, percebe-se que a partir do terceiro termo,
um termo qualquer € sempre a soma dos dois termos imediatamente anteriores
a ele. Dai surge a famosa Sequéncia de Fibonacci, onde a sequéncia é
definida recursivamente, onde podemos definir o fn como o n-ésimo termo da
sequéncia, sendofi=1ef, =1, entdo fn = fn-1+ fn-2, para n > 2. Aplicando
essa férmula recursiva, temos entdo a sequéncia, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, ... Entdo, como cada més da sequéncia representa 0os humeros de par
de coelhos existentes, podemos concluir que apdés 12 meses, teremos
exatamente 144 pares de coelhos.

O Matematico Kepler foi muito importante no estudo da Raz&o Aurea.
Em 1608, ele escreveu uma carta para um professor em Leipzing, onde
percebemos que ele havia descoberto a relacdo entre o NUmero de Ouro e 0s

Numeros de Fibonacci. Kepler escreveu:

“[...]JE arranjada de tal maneira que os dois termos menores de uma
série progressiva constituem juntos o terceiro, e destes, os Ultimos
dois, quando somados, resultam no termo imediatamente
subsequente, e assim por diante, até o infinito, enquanto a mesma
propor¢cdo continua intacta...quanto mais avancarmos a partir do
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primeiro nimero, mais perfeito fica o exemplo. Sejam os menores
nameros 1 e 1...some-0s, € a soma sera 2; some esse com 0 ultimo
dos uns, resultando 3. Some 2 a isso, e tenha 5. Some 3, e tenha 8; 5
e 8, 13; 8 e 13, 21. Assim como 5 esta para 8, 8 esta para 13,
aproximadamente, e 8 esta para 13, assim como 13 esta para 21,
aproximadamente.”

Se considerarmos a sequéncia definida pela razdo entre um termo de

Fibonacci e 0 seu antecessor, iremos perceber que essa sequéncia converge

para o Numero de Ouro. Considera-se u,, como essa sequéncia, entdo u, =

f’]‘ci. Entdo, u1=1/1=1;u2=2/1=2;u3s=3/2=1,5; us=5/3 = 1,666... ; us = 8/5

=1,6;us=13/8=1,625; ur = 21/13 = 1,6153 ; convergindo realmente para o

NUmero de Ouro, entao:

_Jn+1 _ fnt fn-1 _ fn-1 _ 1 _ 1
u, = = =1+ =1+—=1+
n fn In In Jn_ Unp-—1
fn-1

Logo, como desejamos saber o limite dessa sequéncia definida por u,,

aplicamos o limite tendendo ao infinito nos dois lados da igualdade acima:

lim u, = lim (1 + ! )

n—oo n—oo Up—1

Aplicando a definigéo de limite, teremos:

1
u=—+1
u

Resolvendo esta equagéo, encontraremos que:
u?-u-1=0
Aplicando “Bhéaskara” encontraremos sua raiz sendo:

1++/5
2

u =

Como u, € uma sequéncia positiva, entao:

1++/5
2

u= =0
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Entdo, esta demonstrada que a razdo entre dois termos consecutivos
U, ) da Sequéncia de Fibonacci vai convergir para o Namero de Ouro.
n

Podemos ilustrar isso através do grafico abaixo, onde o eixo vertical
seria o0 indice un e o eixo horizontal seria o termo de da sequéncia de

Fibonacci.

Figura 21 - Gréafico que indica a convergéncia para 0 Numero de Ouro

7

Outro caso que aparece o Numero de Ouro na Natureza € na arvore
genealdgica do zangao, o macho da abelha. Para efeito de informacéo, os ovos
da abelha operaria que néo sao fertilizados se tornam zangdes, ja 0s que séo
fertizados pelos zangdes se tornam abelhas (fémeas). Portanto, um zangéo
nao possui “pai”, apenas “mae”. Ja a abelha possui “pai” e “mae”. Observe a

figura abaixo que diz respeito a arvore genealdgica do zangao.

Totais

f j{ ambos

fm f fm f fm f fm f fm fm f irrn fm = 13821
TLIELL LAl

flm f]m i m m| f f m|f Jf - 8|5/18
f f m i f rrll f m == 5|3I8
m f m f f - 31215
f f n! - 21118
!n | f — 1]1]2
f - 1101
. —~ ol

Figura 22 - Reproducéo das Abelhas
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Observe que, um zangdo tem uma mae, dois avls (pais de sua mae),
trés bisavés (dois pais da avé mais a mae do avd), cinco trisavos (dois para
cada bisavo e um para seu bisavd) e assim sucessivamente.

Nas trés colunas da direta da figura acima, que diz respeito
respectivamente a quantidade fémeas, machos e os dois juntos, € possivel
perceber que a sequéncia dos niumeros diz respeito a Sequéncia de Fibonacci.

Apoés observarmos os dois fenémenos da reproducdo dos coelhos e a
arvore genealdgica de um zangao, a sequéncia de Fibonacci também pode ser
encontrada no campo da Fisica, sendo mais especifico na Optica dos raios de
luz. Suponhamos uma situacdo em que se sobreponha duas placas de vidros
com indices de refracdo diferentes. Ao colocarmos essas placas a exposicao
da luz, esta pode passar pela placa sem sofrer nenhuma reflexdo, pode sofrer
uma reflexdo, duas reflexdes, trés reflexdes, quatro reflexdes e assim
sucessivamente. A sequéncia de Fibonacci vai aparecer nesse caso, quando
formos contar o numero de raios que emergiram desse sistema. Na figura
abaixo, no caso de nenhuma reflexdo, observe que somente existirA um raio
emergido. No caso de sofrer uma reflex&o interna, temos duas possibilidades
de raios de luz emergentes. Na proxima parte, no caso de duas reflexdes
internas, teremos trés possibilidades de raios emergidos. Continuando o

raciocinio, na parte de trés reflexdes internas, teremos cinco raios emergidos.



36

3
450 2 \\/\V
Qero
ae ¥
et | \\/\ \\/vf
o \/ =
A \ \
\ N 7N N
% \\ /f’ 7 \\4 \VAV
¥ \V4 \ \
'1 \\/\ \V/\V
umero d. ) \<l \
& mm/;o & 3 N N/
5

Figura 23 - Numero de reflexdes dos espelhos

Observe que a sequéncia dos numeros de raios emergidos desde o caso
em que nao tem nenhuma reflexdo forma uma Sequéncia de Fibonacci (1, 2, 3,

5, 8, 13, ...) de acordo com a tabela abaixo:

Reflexbes Numero de raios emergidos
1
2
3
5
8
13

Figura 24 - Relagao entre o numero de reflexdes com os raios emergidos

abswbhNEF— O
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3.2 - SEQUENCIA DE FIBONACCI NA BOTANICA

Nesta secdo vamos nos inspirar no trabalho desenvolvido por Mario
Livio, no livro Raz&o Aurea.

Foi visto a relacdo da Sequéncia de Fibonacci na Fisica, através dos
raios refletidos nas lentes, mostramos também a relacdo dos numeros dessa
sequéncia com a arvore genealdgica dos coelhos e das abelhas. Sera que
existe alguma relacdo dessa sequéncia na Botanica?

Nas plantas que crescem verticalmente, as maneiras como as folhas e
os ramos se dispdem nas plantas tem grande importancia inclusive para sua
sobrevivéncia. Todas as plantas precisam da luz do sol e de 4gua para sua
sobrevivéncia, pois através desses dois elementos é que as plantas realizam a
fotossintese. E qual a importancia da maneira como as folhas e os ramos se
dispbem com a fotossintese? Primeiro, as folhas ndo podem crescer de
maneira regular, pois caso ocorresse iSSo, OU Seja, crescessem uma sobre a
outra, as folhas que ficassem na parte de baixo néo seria iluminada de maneira
correta pela luz do sol, da mesma forma ocorreria com a agua, pois as folhas
na parte de cima iriam receber toda a agua, impedindo que ela chegasse as
folhas abaixo.

Existe um ramo da Botanica que estuda exatamente isso, se chama de

Filotaxia, onde pode ser definido como um padrao da disposi¢céao das folhas ao

a . as g
longo do caule. A razéo s é considerada pelos botanicos como razao filotatica,

onde a sera o numero de voltas dada pela espiral e b € o numero de folhas que

essa espiral passou.



38

Figura 25 - Sequéncia de Fibonacci na Botanica

Mas qual a relacdo das plantas com a Sequéncia de Fibonacci? E
justamente na razao filotatica que aparecem os numeros da sequéncia, pois
tanto o numerador como o denominador tendem a serem numeros da

. . s . et s 1 1 2 8
Sequéncia de Fibonacci. E normal vermos razdes filotatica como = , =, =

2’3’57 21
, ... ESsas razbes sdo importantissimas, pois algumas espécies de plantas

podem ser identificadas apenas pela razao filotatica. Observe a tabela abaixo:

ESPECIE RAZAQO FILOTATICA
Gramineas 1/2
Ciperaceas 1/3
Macieiras 2/5
Tanchagens 3/8

Figura 26 - Tabela da Razdo Filotatica

Os numeros de Fibonacci além de aparecerem relacionadas as folhas
das plantas, como foi visto acima, também podem aparecer no crescimento dos
ramos. Observe a figura abaixo:
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Figura 27 - Numeros de Fibonacci no crescimento dos ramos
Alem das folhas e dos ramos, algumas plantas possuem o numeros de
pétalas das flores relacionados com os numeros pertencentes a sequéncia de
Fibonacci. Nas figuras abaixo, a primeira corresponde a uma Jasmim Manga
com 5 pétalas e na do lado trata-se de um Girassol com 34 pétalas.

Figura 29 - Girassol

Nesta secdo, vimos entdo a relagdo existente entre a sequéncia de
Fibonacci e o Numero de Ouro, mostrando a existéncias desses numeros em
situacdes relacionada ao cotidiano do aluno, como na Botéanica.
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3.3 — PROPRIEDADES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

3.3.1 — SOMA DOS “N” PRIMEIROS TERMOS

A soma dos n primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci sempre pode

ser encontrada pela expresséo:

fi+fo+fa+fa+fs+.. . +fn=frea—-1

Prova: Partindo da definicdo dos termos da Sequéncia de Fibonacci,

onde cada termo é definido como a soma dos dois termos imediatamente

anteriores a ele, podemos escrever que:

fi=f3—f2
fo=fa—13
fa=fs —fa
fa=fe —fs

fn-l:fn+1 —fn

fa=fne2 —fr+1

Somando os dois lados das igualdades acima, teremos:

fr+fo+fa+fa+fs+. . +fa-1+fn=fr2—-1

Ex.: Soma dos 6 primeiros termos da sequéncia.

fi+fo+fa+fa+fs+fs=1+1+2+3+5+8=20
frio—1=fs—1=21-1=20
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3.3.2— SOMA DOS “N” PRIMEIROS TERMOS DE ORDEM IMPAR

A soma dos n primeiros termos de ordem impar da Sequéncia de

Fibonacci sempre pode ser encontrada pela expresséao:

fr+fa+fs+f7+fo+ ...+ fon1 =fon

Prova: Observando a Sequéncia de Fibonacci, podemos notar que:

fi=12
fa=fa—12
fs=1fe —fa
fr="fs—fe

fon-1=fon —fon-2
Somando os dois lados das igualdades acima, teremos:
fi+fa+fs+ ... fon-1="Ton
Ex.: Soma dos 4 primeiros termos de ordem impar da Sequéncia de
Fibonacci

fir+fa+fs+f7=1+2+5+13 =21
f2n:f8:21

3.3.3—-SOMA DOS “N” PRIMEIROS TERMOS DE ORDEM PAR

A soma dos n primeiros termos de ordem par da Sequéncia de Fibonacci

sempre pode ser encontrada pela expresséao:

fo+fa+fe+fa+fio+...+fon=Tfonr1 -1
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Prova: Para demonstrar a soma dos “n” primeiros termos de ordem patr,
iremos efetuar a soma dos termos ate o termo que desejamos (f2n) menos a
soma dos termos de ordem impar (f1 + f3 + fs + f7 + ... + fan-1).

No item 4.3.1, foi demonstrada a expressao para a soma dos “n’
primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci, adaptando essa férmula para a

soma dos “2n” primeiros termos, teremos:

fi+tfo+fa+fa+fs+ .. fon-1+fon=Tfone2—1 [1]
No item 3.3.2, foi demonstrada a expressdo para a soma dos “n”
primeiros termos de ordem impar da Sequéncia de Fibonacci que chamaremos

de [2]. Efetuando a operacéo [1] — [2] dos dois lados das igualdades, teremos:

fo+rfa+fe+fe+fio+ ... +fon=fonsr1—1

Ex.: Soma dos 5 primeiros termos de ordem par da Sequéncia de
Fibonacci
fo+fsa+fe+fg+fio=1+3+8+21+55=88
fone1—1=f11—-1=89-1 =288

3.3.4 — SOMA DOS QUADRADOS DOS “N” PRIMEIROS TERMOS

A soma dos quadrados “n” primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci
sempre pode ser encontrada pela expresséao:
f12 + fo2 + f32 + f42 + ... + fn2 = fa.fhs

Prova: Sabemos que pela definicho da Sequéncia de Fibonacci,

teremos:
firr = fk + fker — fk = frr — Tk
Multiplicando a equacgéo acima por fk, teremos:
f? = fi.firr — fi.fia

Substituindo na expressao acima, os valores para K = 1,2,3,4,...,n,

teremos:
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K=1— fi2="f1.f2
K=2 -5 f2=fafs-fo.f1
K=38 - f2=fs.fa—fa.f2
K=4 — f2="fsfs —faf3

K.= n— .fnz = fn..fn+1 — f.n.fn- 1

Somando os dois lados das igualdades acima, teremos:

fi2 +f2 +fz2+f2+ ... +fn2 =fnfne1

Ex.: Soma dos quadrados dos 4 primeiros termos da Sequéncia de
Fibonacci

fi2+f2+f2+12=12+12+224+32=1+1+4+9=15
fofrr = fa.fs =3.5=15

3.4 — SEQUENCIA DE FIBONACCI NA GEOMETRIA

Vale ressaltar também, que os quadrados contidos nessa Série de
Retangulos Aureos indicado na figura abaixo, sempre irdo possuir lados
medindo de acordo com a sequéncia de Fibonacci:

3 2
11

tn

Figura 30 - Relag&o da Série de Retangulos Aureos com Fibonacci

Foi visto entdo neste capitulo toda influéncia de Fibonacci para o
Numero de Ouro, desde a sua relacdo, até a aplicacdo dos numeros

pertencentes a sequéncia de Fibonacci e do Numero de Ouro em algumas
areas
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Capitulo

4. NUMERO DE OURO NO COTIDIANO

4.1 — ESPIRAL DE OURO NA NATUREZA

A Espiral de Ouro também pode ser chamada de Espiral Equiangular.

Segundo Mério Livio:

“O nome Equiangular, reflete outra propriedade Unica da espiral
Logaritmica. Se desenharmos uma linha reta do pélo até qualquer
ponto da curva, ela cortara a curva formando exatamente 0 mesmo
angulo.” (Livio, p 141)

Figura 31 - Espiral Equiangular
Essa propriedade Equiangular vista acima, € encontrada na espiral de
Ouro. Os falcBes-peregrinos usam essa propriedade para atacar suas presas,
pelo fato de eles possuirem os olhos nas laterais de sua cabeca, entdo eles
precisam inclinar sua cabeca aproximadamente em 40 graus para um lado ou
para o outro para nao perder o alvo de vista e ele desce em rota de espiral
logaritmica, pois ele mantera esse angulo constante, através da propriedade

Equiangular.
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Figura 32 - V6o dos Falcdes-Peregrinos em formato de Espiral

No ramo da Botanica, existem duas flores que apresentam a espiral
logaritmica no que diz respeito a distribuicdo das sementes. As figuram abaixo
visualizam esses espirais, a primeira € a conhecida Girassol e a segunda € a
Equinacea Purpura. Em alguns casos, essa Espiral Logaritmica presente no

crescimento das sementes é a Espiral de Ouro, mas nédo é sempre que ocorre.
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Figura 34 - Equinacea Parpuras
E muito comum vermos em artigos ou até mesmo em livros relacionados
ao Numero de Ouro, a relacdo entre o crescimento da concha dos Nautilus com
a Espiral de Ouro. S6 que isso é um grande equivoco que se cometem, para

forgar uma imagem que realmente ndo acontece como a figura abaixo:

Figura 35 - Concha dos Nautilus

Uma Espiral Logaritmica € uma curva onde possui uma propriedade
chamada de autosimilaridade, pois ela ndo altera seu formato a medida que
aumenta. A Espiral de Ouro € uma Espiral Logaritmica especifica, ou seja, toda
Espiral de Ouro é Logaritmica, mas nem toda Espiral Logaritmica é uma Espiral
de Ouro.

Entdo a concha do Nautilus cresce em uma Espiral Logaritmica, mas
gue essa espiral ndo é uma Espiral de Ouro. A figura abaixo mostra as duas
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curvas, onde a vermelha é a Espiral dos Nautilus e a verde € a Espiral Aurea.

Observe que como dizemos antes, essas curvas nao se sobrepoe.

Figura 36 - Espiral dos Nautilus e Espiral de Ouro

Encontramos um site na Universidade Federal de Fluminense, onde
mostra uma animacao feita no Software GeoGebra, que visualiza muito bem
essa situagdo do crescimento da concha dos Nautilus. A figura abaixo (Figura
37) mostra que a animacao citada, onde para cada angulo 6, marque o
ponto P sobre a semirreta que passa por A e faz angulo 8 com o eixo-x, de tal

forma que a distancia r de P a A seja igual a

r=aeb

onde ae bsdo constantes nao-negativas. O lugar geométrico do
ponto P quando 6 varia nos reais € denominado Espiral Logaritmica plana de

centro no ponto A, fator de escala a e fator de crescimento b.
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Como foi dito anteriormente, toda Espiral Aurea é Logaritmica, mas nem
toda Espiral Logaritmica é Aurea. Analisando a férmula acima citada, essa
Espiral Logaritmica sera Aurea, quando o seu fator de crescimento for igual a:

. In(P)

90 se 6 € medido em graus.

E@ +$+ C{ ‘ C{ ‘ Reduzir
Clique na area de trabalho para amplia-la (Roda do Mouse)

¥ K
104 a=1

b=0415

Figura 37 - Animacéo da Espiral Logaritmica

O mesmo site contém outra animacdo semelhante a Figura 36, s6 que
esta foi construida novamente no GeoGebra, onde mostra que a Espiral Aurea
(espiral laranja) ndo consegue se ajustar ao formato da concha. Como tratamos
de uma animacdo podemos alterar o formato desse espiral, mas nunca

conseguiremos ajustar perfeitamente a concha.
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Mover
Arraste um objeto selecionado {Esc)

Picture: Chris 73 (Wiki Commaons).

Figura 38 - Espiral Aurea e a concha do Nautilus

4.2 - RAZAO AUREA NA ARTE E NO CORPO HUMANO

Além da presenca do Numero de Ouro nos animais e nas plantas,
também podemos encontrar essa Razdo Aurea no nosso préprio corpo
humano, através de medicdes. Alguns artistas estudaram e publicaram obras
referentes a esse quesito, como Leonardo da Vinci e Le Corbusier.

Apesar de existirem varios trabalhos indicando que Leonardo da Vinci
produziu véarias obras baseadas na Razdo Aurea, como a “Virgem dos
Rochedos”, “Mona Lisa”, “Uma cabeca de Ancido”, entre outros, ndo existe
nenhuma constatagcdo que mostre realmente que Leonardo da Vinci produziu
essas obras utilizando a Raz&o Aurea como instrumento de medida, inclusive
existem trabalhos mostrando falhas nessas possiveis utilizacdes, como a
utilizagao do retangulo de ouro e da espiral de ouro em “Mona Lisa”.

Mario Livio relata no seu livro Razdo Aurea, sobre a possivel influéncia
da Razdo Aurea no quadro “Mona Lisa”:

“E supde-se que a Razdo Aurea deveria ser encontrada nas
dimensbes de um retdngulo em torno do rosto da Mona Lisa. Na falta
de qualquer indicacéo clara e documentada do lugar exato onde esse
retangulo deveria ser desenhado, essa idéia representa apenas outra
oportunidade para malabarismos numéricos” (Livio, p. 187)
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Figura 39 - Mona Lisa

No caso da obra “Virgem dos Rochedos”, existem duas versfes para
essa obra. As duas versdes estdo ilustradas na figura abaixo, onde a da
esquerda estd em Louvre, Paris e a da direita esta na National Gallery, em
Londres.

Figura 40 - Virgem dos Rochedos

Sobre as dimensdes das duas versdes desse quadro, Mario Livio relata:

“A razado entre a altura e a largura da pintura que se pensa que foi
executada primeiro, que € o da esquerda, é de cerca de 1,64, e a da
outra, de 1,58, ambas razoavelmente préximas do Numero de Ouro,
mas proéximas também da razdo simples 1,6.” (Livio, p. 187)
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O Artista que realmente utilizou a Razdo Aurea na confecgéo de suas
obras foi Charles-Edouard Jeanneret, 1887-1965, mais conhecido como Le
Corbusier (cooptado de ancestrais do seu lado materno chamados
Lecorbesier). No comeco, Le Corbusier ndo via com bons olhos a utilizacédo de
Razdo Aurea nas obras artistica, alertando contra o que ele chamava de:
“troca do misticismo da sensibilidade pela Secdo Aurea”

Antes de 1927 nao existia nenhuma obra dele que utilizasse a Razéo
Aurea. I1sso mudou ap6s a publicacdo do livro de Matila Ghyka, Esthétique des
proportions dans la nature et dans les Artes ( A estética de proporcdes na
natureza e nas artes), e seu Numero Aureo, Ritos e ritmos pitagéricos (1931).
Segundo Mario Livio, na obra Raz&o Aurea, a fascinacédo de Le Corbusier pela

Razdo Aurea, tinha duas origens:

“Por um lado era consequéncia de seu interesse pelas formas e
estruturas basicas por tras dos fendbmenos naturais. Por outro lado,
vindo de uma familia que incentivava a educacdo familiar, Le
Corbusier podia apreciar a ansia pitagérica por uma harmonia
alcangada por razées de numeros.” (Livio, p 197)

No livro Razdo Aurea, de Mario Livio:

“A busca de Le Corbusier por uma propor¢édo padronizada culminou
na introdugdo de um novo sistema proporcional chamado “Modulor”.
Suponha-se que o Modulor forneceria “uma medida harménica para
escala humana, universalmente aplicavel na arquitetura e na
mecénica.” (Livio, p 197)

Mario Livio, ainda relata no mesmo livro que:

“Conseqlientemente, no espirito do homem vitruviano e do
compromisso geral de descobrir um sistema de proporcfes
equivalente ao da criagcdo natural, o Modulor era baseado nas
proporgées humanas.” (Livio, p 198)
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Figura 41 - Modulor

Nessa obra do Modulor podemos observar que tratamos de um homem

medindo 183 centimetros, onde as medi¢cdes do desenho foram realizadas de

acordo com a Raz&o Aurea. Vejamos algumas razdes:

A razéo entre a sua altura e a altura do umbigo ate o chdo: 1,826/1,13 =
1,618...

A altura total de 2,260 metros (medida obtida com o brago levantado),
também estava dividida em uma razdo aurea (1,397 m e 0,863 m) no
nivel de um pulso de um braco solto para baixo: 1,397/0,863 = 1,618...
Existem outras medidas no corpo humano que tendem a ser Aureas,
como:

Razao entre a medida que vai do ombro até a ponta do dedo médio pela
medida do cotovelo até a ponta do dedo médio.

Razéo da altura dos quadris pela altura dos joelhos.

Razdo da medida da cintura até a cabeca pela medida da cintura até o

torax.
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4.3 — TEMPLO DE PATHERNON

O conteudo desta secéo foi inspirado no Livro do Mario Livio, intitulado
por Razdo Aurea. O templo de Parthenon foi uma construcéo projetada pelos
arquitetos Ictino e Calicrates, onde foi construida com o objetivo de ser um
templo sagrado para o culto de Atenas Partenos. Apesar da sua aparente
simplicidade, este templo é uma das expressdes arquitetbnicas mais refinadas

do ideal de pureza e unidade.

Figura 42 - Templo de Parthenon

Em 26 de Setembro de 1697, o Templo de Parthenon por ser
considerado um paiol de polvora pelo Turcos Otomanos, que dominavam
Atenas naquela época, foi atacado pelo venezianos. Apesar de ser atingido
diretamente e ter sofrido um grande dano, sua estrutura basica continuou

intacta.

Figura 43 - Templo de Parthenon apds ataque
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A maioria dos livros ou artigos que falam sobre Raz&o Aurea, afirmam
gue no Parthenon encontram-se varias dimensodes relacionadas ao numero de
Ouro, dai estaria a explicacdo para a grande perfeicdo que aparenta o
desenho. Esse templo enquanto antes de ser atacado, ou seja, quando 0 seu

frontdo triangular estava intacto, ajustava-se em um Retangulo Aureo.

Figura 44 - Frente do Templo de Parthenon

No trabalho titulado por “A Secdo Aurea”, de Adolfo Zeising, publicado
em 1884, o autor mostra que a dimensao da altura da fachada dividida pela
parte de cima das colunas, € justamente o Numero de Ouro. Muitos livros
repetem essa informagdo, inclusive trazendo outras razdes envolvendo

dimensdes desse templo relacionadas & Razdo Aurea.

Figura 45 - Série de Retangulos Aureos no Templo de Parthenon

Um dos primeiros autores a questionar a presenca ou ndo do Numero de
Ouro na construcdo do Templo de Parthenon, foi George Markowsky,
matematico da Universidade de Maine em 1992. Este realizou um trabalho
intitulado por “Conceitos equivocados sobre a Razdo Aurea”, onde relatou que
na verdade os valores das dimensdes do Templo de Parthenon ultrapassam as

dimensées de um esboco de um Retangulo Aureo, onde esse fato foi ignorado
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pela maioria dos autores, pela razado de estarem empolgados com o Namero de
Ouro. Inclusive, se observarmos os diferentes trabalhos realizados sobre a
Razdo Aurea, é possivel encontrar varias medicdes diferentes relacionadas ao
Parthenon, possivelmente porque foram usadas diferentes referencia para
essas medicgoes.

Tomando como base o livro Arquitetura: da Pré-histéria ao pos-
modernismo, de Marvim Trachtenberg, este cita que as dimensdes do templo
sdo 13,75 metros de altura e 30,9 metros de comprimento, se efetuar a divisdo
do comprimento pela altura encontraremos 2,25, valor muito distante da Razéao
Aurea. Se considerarmos a altura dele como sendo a altura do apice acima do
pedestal sobre a qual a serie de coluna se assenta, segundo Stuart Rossiter no
livro intitulado por Grécia, esse valor seria 18 metros e calculando novamente a
razdo de comprimento pela altura, essa Razao seria agora de 1,72, bem mais
proxima do verdadeiro Numero de Ouro do que a primeira medi¢cdo, mas ainda
um pouco distante do valor real.

Segundo Mario Livio:

“[...]os dois principais pontos fracos acerca da presenca da Razao
Aurea na arquitetura ou em obras com base somente nas dimensdes:
(1) eles envolvem malabarismos numéricos, e (2) eles ignoram as
inexatidées nas mensuragdes.” (Livio, p. 62)

O que realmente pode ter ocorrido é que procuraram medidas no templo
para considerar que ele foi construido de acordo com a Razdo Aurea. Sem
contar que a maioria dos Teoremas relacionados ao Numero de Ouro foram
formulados depois da construcdo do Templo, apesar de existir um
conhecimento consideravel dos chamados pitagoricos sobre esse assunto.

Entdo, serd que o Numero de Ouro foi utilizado na construcdo do
Parthenon? Essa € uma pergunta considerada de dificil resposta. Mas nao
existe nenhum documento onde se possa afirmar que a constru¢do do Templo

foi baseada na Razdo Aurea.
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4.4 — RAZAO AUREA E PIRAMIDES

Apoés o impasse envolvendo a construcdo do Templo de Parthenon e a
Razdo Aurea, existe outra grande construgédo que alguns autores relacionam
com a Raz&o Aurea, que sdo as Piramides do Egito.

Em 1999, no Livro Gnomo: Dos farads aos fractais, o Frances Midhat J.
Gazalé faz o seguinte relato: “Disseram que o historiador grego Herddoto
aprendeu com os sacerdotes egipcios que o quadrado da altura da grande
Piramide é igual a area de sua face lateral triangular”

Mas qual a importancia dessa informacéo do grego Herédoto? Segundo
Mario Livio:

“Por que essa afirmagéo é tao crucial? Pela simples razdo de que é
equivalente dizer que as Grandes Pirdmides foram projetadas de tal
maneira que a razdo entre a alturalde sua face triangular e metade do
lado da base fosse igual a Razdo Aurea!” (Livio, p. 72)

De acordo com a figura 46 e explicando matematicamente o que
Herodoto quis dizer, temos:

h?=g.m [1]
Utilizando o Teorema de Pitagoras no triangulo pontilhado dentro da
piramide abaixo, teremos:
g>=h2+m? [2]
Substituindo [1] em [2], teremos:
g>=g.m+ m?

Dividindo os dois lados da igualdade acima por m?, teremos:
()=t 1
m m

) g
Considerando ; de x, teremos:

xX2=x+1 -x>—-x-1=0
Esta equacdo do segundo grau acima é bastante conhecida nesse

trabalho, pois é ela que possui a raiz positiva igual ao Numero de Ouro. Entéo,

] g : .
concluimos que realmente — vai ser igual Numero de Ouro.
m
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Figura 46 - Vista de cima da Piramide

Segundo Herddoto, levando em consideracdo a Piramide acima, para
que a construcéo da Piramide tenha sido feita relacionado com a Raz&o Aurea,
€ necessario que g/m = 1,618... A tabela abaixo fornece os dados de duas

Piramides do Egito, a Quéops e a Quéfren.

Altura da pirdmide

Dimensoes da base | 230.33x230.33 | 215.20x215.20

Figura 47 - Tabela com dimensdes das Piramides

Pegando os dados da Piramide de Quéops, e aplicando o Teorema de
Pitdgoras encontraremos que o valor da altura da face triangular sera 186,41 e
verificando se existe a relacdo entre ela e a Razdo Aurea, ao dividirmos e a

altura da face triangular pela metade do lado da base, teremos:

186,41
——=1,6186...
115,165

Entdo, na piramide de Quéops, ao dividirmos e a altura da face triangular
pela metade do lado da base, o resultado é justamente o Niumero de Ouro.

Aplicando o mesmo raciocinio acima nos dados da segunda Piramide, a
de Quéfren, encontraremos que a altura da face triangular sera igual a 179,36 e
verificando, se existe a relacéo entre ela e a Razdo Aurea, ao dividirmos pela

altura da face triangular pela metade do lado da base, temos:

179,36
107,60

=1,6669...# ®
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Nessa segunda piramide entdo, ao dividirmos e a altura da face
triangular pela metade do lado da base, o resultado ndo € o numero de Ouro.

Mas serd que essa informacgéo de Herddoto é verdadeira? Ou serd que
estamos diante do que o matematico Roger Herz-Fisher chamou de: “Uma das
mais engenhosas prestidigitagdes da histoéria ‘cientificas™

Alguns matematicos foram investigar se o que Herddoto disse €

realmente verdade, como Herz-Fischler e George Markowsky. O texto
verdadeiro de Herddoto estd no livro Il, chamado Euterpe e nas traducdes
tradicionais tem: “Sua base é quadrada, cada lado tem oito plethra de
comprimento e sua altura € a mesma”

Um plethron corresponde a aproximadamente 31 metros, ou seja,
segundo Herdédoto a piramide € quadrada de lado aproximadamente 244
metros. S6 que o lado da base original da Piramide, mede cerca de 230 metros
e nao os 244 mencionado por Herdédoto. Entdo fica a davida, de onde veio essa
“citacdo” de Herdodoto?

Segundo Maério Livio:

‘A primeira pista vem do artigo de sir John Herschel em The
Athenaeum. Segundo Herschel, foi John Taylor, no seu livro ‘A
grande piramide: Por que foi construida e quem a construiu?’, que
teve o “mérito de apontar” essa propriedade da pirdmide e a citagao
de Herddoto. Herz-Fischer seguiu a pista do equivoco até o que
parece ser nada mais do que uma interpretacdo errada de Herédoto
no livro, hoje vergonhoso, de John Taylor.” (Livio, p. 74)

Para finalizarmos, Mario Livio ainda acrescenta que:

“A concluséao de tudo isso é que o texto de Herddoto dificiimente pode
ser considerado como algo que documente a presenca da Razéo
Aurea nas Grandes Piramides. A interpretacdo totalmente infundada
do texto, instigada pelo livro de Taylor (e depois repetida inUmeras
vezes), ndo faz sentido de fato e representa apenas mais um caso de
prestidigitacdo numérica” (Livio, p.75)

Para nosso objetivo, temos que concluir que é bastante improvavel que
0s antigos babilbnicos ou o0s antigos egipcios tenham descoberto a Razéao

Aurea.
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Capitulo

5. ATIVIDADES

Conforme foi relatado no inicio deste trabalho, o tema Razdo Aurea
dificilmente é trabalhado no Ensino Médio e, em alguns casos, € pouco
trabalhado no ensino superior, inclusive alguns graduados em Matematica
nunca estudaram algo sobre este niUmero na graduacdo. Alguns assuntos que
podem ser trabalhados com os alunos do Ensino Médio com este niUmero séo
Proporcdes, Equacdes do 2° grau, Sequéncias Numéricas e Geometria, com 0
auxilio de um Laboratorio de Matematica.

Escolhemos trabalhar duas atividades com os alunos na area da
geometria com a utilizacdo do Software GeoGebra, tanto para diferenciar das
aulas “tradicionais” como para proporcionar, uma melhor visualizacdo das
figuras geométricas por parte dos alunos.

De inicio, iremos abordar um pouco sobre a Raz&do Aurea, trabalhando a
parte teorica, como definicAo e aplicacdes deste niumero em varias outras
areas. Levando para a parte préatica, iremos fazer um passo a passo da
construcdo do Retangulo de Ouro e do Triangulo de Ouro através das
ferramentas do GeoGebra.

Outra atividade a ser trabalhada com o aluno é o problema classico da
Sequéncia de Fibonacci, o problema esta no Capitulo 12 do Liber Abaci,
conhecido como o famoso “Problema dos coelhos”, onde primeiro
apresentaremos o0 problema para eles tentarem resolver, e apos algum tempo,
solucionaremos, mostrando e comentando a influéncia com a Sequéncia de

Fibonacci.
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Problema 1 — Construcdo do Retangulo Aureo no GeoGebra.

Observacio: Lembrando que Retdngulo Aureo é todo retangulo que
possui a importante propriedade, onde a raz&do entre o lado maior e o lado

menor resulta no Namero Aureo.

1° Passo: Construir um Quadrado ABCD

= Poligono
J pol1=9
= Ponto
) A=(2,1)
J B=(51)
- Segmento
J a=3 D C

64

Figura 48 - Quadrado ABCD no GeoGebra

2° Passo: Marque os Pontos E e F no quadrado, onde esses pontos

serdo o Ponto Médio de AB e CD

= Poligono
J pol1=9
= Ponto
2 A=(2,1)
J B=(51)
J E=(3.51)
5 F=(35,4) ; D F c
= Segmento i
J a=3

[}

Figura 49 - Quadrado ABCD com os Pontos Médios E e F no GeoGebra

3° Passo: Ligar os pontos C e F encontrando o segmento CE



= Poligono
9 pol1=9
- Ponto
9 A=(2,1)
3 B=(5,1)
3 E=(351)
9 F=(35,4) D F C
- Segmento i
9 a=3
v e=335

Figura 50 - Construcio do Segmento CE no GeoGebra

4° Passo: Tracar a circunferéncia de centro em E e raio CE

@ B(x-3.5P+(y-17=11.25
= Poligono
& pol1=9
= Ponto
2 A=(2,1)
@ B=(51) o D F C
@ E=(3.5,1)
@ F=(3.5,4) f
= Segmento
P a=3 3
9 e=335

Figura 51 - Circunferéncia de Centro E no GeoGebra
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5° Passo: Prolongue o lado AB até encontrar a circunferéncia,

encontrando o Ponto G

2 F(x-3.5F+(y-1F=11.25
= Poligono

& pol1=9
= Ponto

2 A=(2,1)

2 B=(51) D F

@2 E=(3.5,1)

2 F=(3.5,4) f

& G=(6.851)
= Segmento

2 a=3

2 e=335

~# g=1.85

e}

N
L

Figura 52 - Prolongamento do lado AB, no GeoGebra

6° Passo: Sendo BC e BG os lados de um retdngulo, desenhe o
retangulo BCGH.

2 B(x-35F+(y-1y¥=11.25
=/ Poligono

2 pol1=9
= Ponto

3 A=(2,1)

2 B=(51) D F c

2 E=(3.5,1) 1 ; h
2 F=(3.5,4) f 3
d ( )
=4

i
[%2]

H ) 3
egmento i
a= y

3

5}
!

2 e=335
5 g=185 :

5 h=185 A E B
s i=3 1 ®

'
5}
!

Figura 53 - Formando o Retangulo BCGH, no GeoGebra

7° Passo: Observar que o retangulo ADGH é um Retangulo Aureo, pois:
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Problema 2 — Construcado do Tridngulo Aureo no GeoGebra.

7

Observacdo: Lembrando que o Tridngulo Aureo é todo tridngulo

IsOsceles que possui os angulos da base medindo 72 graus e outro angulo
medindo 36 graus e possui a importante propriedade de que a razdo entre um

dos lados iguais e o lado da base, resulta no Nimero Aureo.

1° Passo: Tragar um segmento de reta AB.

= Ponto
2 A=(1,1)
5 B=(4,1)
= Segmento
» a=3

14

Figura 54 — Segmento AB, no GeoGebra.

2° Passo: Tracgar a mediatriz do segmento de reta AB.

= Ponto & b
s A=(1,1)
2 B=(4,1)
= Reta
s bix=25
= Segmento
4 a=3

Figura 55 - Mediatriz do segmento AB, no GeoGebra.



64

3° Passo: Marcar os dois angulos de 72 graus no segmento de reta AB

conforme a figura abaixo.

= Ponto s: b

s A={(1,1)

J A'=(3.07,3.

J B=(4,1)

s B'=(1.93,3.
=/ Reta

‘@ b:x=25 B A
= Segmento [ ] ®
J a=3
Angulo
J a=72°
d B=72°

Figura 56 - Construcdo dos angulos de 72°, no GeoGebra

4° Passo: Tragar o segmento de reta partindo de A e passando por B’
até encontrar a mediatriz e tracar o0 segmento de reta partindo de B e passando
por A’ até encontrar a mediatriz, o ponto de encontro desses dois segmentos

com a mediatriz serd o ponto C, formando o triangulo is6sceles ABC.

= Ponto & b
2 A=(1,1)
2 A'=(3.07,3.
2 B=(4,1)
2 B'=(1.93,3.
& C=(25,562

& b:x=25
= Segmento

# a=3

2 €c=4286

2 d=4.86
= Angulo

2 a=72° <

S B=72°

Figura 57 - Construcdo do Tridngulo Is6sceles ABC
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5° Passo: Observar que o triangulo ABC é um Triangulo Aureo, pois:

~ O

=3
ol N

6° Passo: Como o triangulo ABC é Aureo, ent&o ao tracarmos a bissetriz
do angulo interno A e marcando o ponto D como a intersecdo dessa bissetriz

com o lado BC. Trace os segmentos de retas CD e BD. Observar que:

o

R

CD
BD

= Ponto 5] 1 b
2 A=(1,1) '
2 A'=(3.07,3.
2 B=(4,1)
> B'=(1.93, 3.
& C=(2.5,562
» D=(3.43,2.7
= Reta
2 b:x=25
2 e:-0.59x+0.
2 1 -0.81x-0.5
= Segmento
S a=3
4 €©=4.86 2
» d=4.86
s g=3
=4
n

2 h=185 |
= Angulo
> o
2 B=72° . . . . o]

‘a 3 2 1 0 1

N
[A]
LA
[}

Figura 58 - Verificar que o Triangulo ABC é Aureo.

Problema 3 — Problema dos Coelhos.

“Sabendo que um casal de coelho se torna adulto apés dois meses e
gue a cada més o casal de coelho da a luz a somente um novo par de coelhos,
que é fertil a partir do segundo més. Apos 12 meses, havera quantos pares de

coelhos?” Construa a arvore genealdgica para esse problema.
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Capitulo

6. PROJETO

Foi visto que o tema Raz&do Aurea pode ser trabalhado com alunos no
Ensino Médio atrelado a alguns temas como:
e Equacoes de 2° grau
e Razbes e Proporcdes
e NuUmeros Irracionais
e Geometria
Porém, acreditamos que a melhor forma de se trabalhar com os alunos é
dentro de um Laboratério de Matematica. Entdo, decidimos formar 2 equipes
de 5 alunos do 2° ano do Ensino Médio da Escola de Ensino Médio (E.E.M.)
Professor Clodoaldo Pinto, para abordar um pouco sobre esse tema com eles,
onde a escolha desses alunos foi voluntaria. Recebemos todo apoio possivel
do Nucleo Gestor dessa escola, onde eles colocaram a disposi¢cdo todo
material possivel para que as atividades fossem aplicadas. As atividades foram
aplicadas no contra turno dos alunos. Dividimos as atividades em dois dias,
onde no primeiro fizemos uma abordagem tedrica sobre o Numero de Ouro,
mostrando:
e Definicéo,
e Algumas propriedades,
e Aplicagbes nas areas de Geometria, Botanica, Arte e etc.
e Sequéncia de Fibonacci
No segundo dia, resolvemos aplicar as trés atividades propostas no
topico anterior (Construcdo do Retangulo e do Triangulo de Ouro no Geogebra
e o “Problema dos coelhos”).
Nas duas primeiras atividades utilizamos o “Software” Geogebra com o

intuito de obter uma melhor visualizacdo dos alunos. Primeiro fizemos a
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construgcédo do Retangulo e do Triangulo de Ouro, ensinando simultaneamente
as principais ferramentas do programa, pois como era de se esperar, nenhum
deles tinha pratica e nem conhecimento do programa.

Apoés realizarmos as construcdes, separamos cada equipe para ficar
com um computador para que eles mesmos fizessem a construcao das figuras
geométricas propostas, auxiliando-os quando necessario. Apos terminarem as
duas construcdes, passamos a terceira atividade para eles (“Problema dos
Coelhos”), onde primeiro mostramos o problema e fornecemos um tempo para
que eles resolvessem, somente depois de tentarem € que mostramos a relacao
desse problema com a Sequéncia de Fibonacci, a constru¢cdo da arvore
genealdgica ate a 132 geracdo foi feitas pelos alunos como atividade
complementar.

Este foi o projeto por n6s desenvolvidos com o apoio dos alunos e da
direcdo da escola, consideramos atividades como estas fundamentais no
ambiente escolar para motivar o aluno e promover um melhor aprendizado por

parte dele.
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Capitulo

7. CONCLUSAO

O Numero de Ouro é uma razdo importante na Matematica onde
raramente se estuda algo relacionado a ela no Ensino Médio e inclusive em
algumas Universidades, pouco se estuda, sobre ela, nos cursos de graduacdes
em Matematica ou cursos afins. Este € um tema bom para se trabalhar com os
alunos no Ensino Médio, mas em um Laboratério de Matematica.

ApoOs a abordagem tedrica que apresentamos aos alunos, reparamos
que eles gostaram da parte relacionada a aplicacdes do Numero de Ouro nas
diversas areas (Enigma das Piramides, Templo de Parthenon, Boténica, Corpo
Humano, Artes e etc) e principalmente da Sequéncia de Fibonacci, onde
mostramos alguns problemas relacionados a essa sequéncia, inclusive
colocando como atividade para eles resolverem, antes de citar sobre a
sequéncia.

Vale ressaltar a importancia de se fazer uma pesquisa a fundo sobre o
tema, pois em alguns artigos ou livros possui informacfes que néo sao corretas
relacionadas ao Numero de Ouro, ocorre 0 que Mario Livio no livro Razdo
Aurea, chama de malabarismo numérico, onde alguns resultados s&o forcados
a darem o que o pesquisador deseja, € 0 que ocorre na questao das Piramides,
no Templo de Parthenon, no quadro da Mona Lisa e no crescimento da concha
dos Nautilus.

A parte que identificamos uma maior dificuldade da parte dos alunos,
como ja esperavamos, foi a parte da demonstracdo do valor do Numero de
Ouro, principalmente na parte relacionada a Razdo e Proporcdo, pois eles
tiveram bastante dificuldade de visualizar as proporcoes.

Considero o uso do Software GeoGebra como uma o6tima alternativa

para atrair a atencdo dos alunos e também como uma forma de modificar o
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estilo da aula. E normal eles terem um pouco de dificuldade para manusear o
programa, pois notemos que foi o primeiro contato deles com essa ferramenta
computacional, mas de modo geral considero positiva a experiéncia desse
programa.

Trabalhos como esses séo interessantes para mostrar outras atribuicdes
da Matemética, diferente daquela tradicional conhecida pelos alunos, onde de
certa forma acaba se tornando uma “mesmice” para a maioria deles,
ocasionando uma grande rejeicao pela disciplina. Por isso € muito importante a
presenca dos Laboratérios de Matematica na utilizacdo de aulas como essas.

De acordo com o0s objetivos propostos, considero o trabalho com
avaliacdo positiva, pois conseguimos expor todo conteudo tedrico que
desejavamos e ouvimos comentarios positivos dos alunos que participaram do
projeto, como: “Professor gostei bastante dessa aula”, “Terdo outras aulas
como essa professor?”.

Consideramos a parte das atividades como rendimento apenas razoavel,
pois nas duas primeiras, onde se utilizou o Software GeoGebra, acreditamos
gue a maneira como foi trabalhada com eles nédo seja a ideal, a melhor maneira
seria fazer uma espécie de mini curso ou um tutoria com eles, para que
aprendam as ferramentas basicas para manusear o programa, para dai

aplicarmos as atividades.
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